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Notationen

a,b,c,a, A Skalare

R . Reelle Zahlen

a,b... . Vektoren

A, B.. : Multivektoren

K,P,C .. : Matrizen

I . Einheitsmatrix

R Rotationsmatrix

I Pseudoskalar oder Hypervolumen

q Vektoranteil einer Quaternion

T 3er Vektor mit Imaginérkonstanten der Quaternionenalgebra: (4, 7, k)T
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AuBeres Produkt
k- Vektor eines Multivektors

Operator zur Hintereinanderausfiihrung von Rotationsvektoren

>
=
x>

Dual einer Matrix
Absoluter Kegelschnitt

2-Norm eines Vektors

=2 % o
= 3

[}

Kreuzprodukt dreidimensionaler Vektoren

—~
HX
=
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Bracket eines Multivektors
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1 FEinleitung
1 Einleitung

Thema der Diplomarbeit ist die Modellierung dreidimensionaler Augenbewegungen und
die Berechnung der internen Kameraparameter mittels Geometrischer Algebra. Das
Hauptresultat dieser Diplomarbeit ist ein neuer Zugang zur internen Kameraselbstkali-
brierung.

Die Projektion eines Punktes aus einem Weltkoordinatensystem auf die Bildebene einer
Kamera wird iiber eine Projektionsmatriz beschrieben. Diese Projektionsmatrix teilt
sich in ein Produkt zweier Matrizen, welche die internen und externen Kamerapara-
meter beinhalten. Die externen Kameraparameter beschreiben die Rotation und Trans-
lation der Kameras, die internen Kameraparameter Transformationen im Kamerabild.
Als Kamerakalibrierung bezeichnet man die Ermittlung der Koeffizienten der internen
und externen Kameraparameter. In dieser Arbeit wird eine Untersuchung der internen
und externen Kalibrierung im Rahmen der Geometrischen Algebra vorgenommen. Da-
bei wird bei der Untersuchung der externen Kameraparameter auf eine GesetzméaBigkeit
zuriickgegriffen, die zuerst in biologischen Experimenten festgestellt wurde, und unter
geeigneten Voraussetzungen zur Kalibrierung der externen Kameraparameter verwen-
det werden kann. In biologischen Versuchen wurde festgestellt, daBl bei Augenrotationen
das Gesetz von Listing ([32, 17, 35]) gilt. Dies besagt, dafl die Menge der Rotations-
vektoren, um von einer festen Blickrichtung zu einer beliebigen anderen zu gelangen,
in der Nahe einer Ebene liegt, welche eine Kriimmung aufweist. Ziel ist es, zunachst
diese GesetzméaBigkeit mit einem mathematischen Modell des menschlichen Auges zu
vergleichen. Es handelt sich um ein geometrisches Problem. Da in der Geometrischen
Algebra geometrische Manipulationen wie Rotationen und Translationen von Entitaten
wie Punkten, Geraden und Ebenen 6konomisch und iibersichtlich beschrieben werden
kénnen, bietet sich diese zur Analyse an. Zunachst wird Listings Ebene und die Menge
von Rotationsvektoren im Rahmen der Geometrischen Algebra untersucht und ein ma-
thematisches Modell des Auges sowie der Augenrotation mit dem biologischen Modell
verglichen.

Die Figenschaft des menschlichen visuellen Systems, mit zwei Augen ein dreidimensiona-
les Modell der Umgebung zu rekonstruieren, motiviert den Hauptteil der Diplomarbeit.
Ziel ist dabei die Herleitung eines Verfahrens zur internen Kamerakalibrierung aus zwei
Kamerabildern.

Ein giangiges Verfahren zur internen Kalibrierung in der digitalen Bildverarbeitung ver-
wendet Bildpunktkorrespondenzen und das Bild des absoluten Kegelschnitts ([11, 26,
23]). Dieser ist beziiglich der externen Kameraparameter invariant. Zur Kalibrierung wer-
den dabei Kruppagleichungen aufgestellt, deren Losung die internen Kameraparameter
liefert. Ziel ist zunéachst die Formulierung des Verfahrens im Rahmen der Geometrischen
Algebra. Es wird eine geometrische Herleitung der Kruppagleichungen geliefert, darge-

stellt in Form von Brackets ([19, 20, 4]). Damit ist das Selektieren von degenerierten



Fallen leicht méglich, da die geometrische Anschauung erhalten bleibt: Die Kruppaglei-
chungen kénnen geometrisch interpretiert werden. Das Theorem von Pascal wird zur
Entwicklung eines eigenstandigen neuen Verfahrens zur Berechnung der internen Kame-
raparameter verwendet.

Dieses Verfahren bietet die Méglichkeit, schon zwischen zwei Bildern eine interne Kame-
rakalibrierung vorzunehmen, wenn externe Kameraparameter gegeben sind. Es erfordert
jedoch zusétzliche Voraussetzungen fiir die Anordnung der Kameras. Wahrend die Ro-
tation der Kameras zueinander das Verfahren nicht beeinflufit, lediglich eine Rotation
um mindestens eine Achse gegeben sein muf, ist eine Verschiebung der Kameras entlang
aller Achsen notig. Bei der klassischen Anordnung eines Stereokamerakopfes wird diese
Eigenschaft nicht erfiillt. In der Diplomarbeit werden Tests in Simulationsumgebungen
und mit echten Bildern durchgefiihrt.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Im zweiten Kapitel erfolgt eine Einfithrung in das
Konzept der Geometrischen Algebra. Dabei wird auf die Geometrische Algebra fiir den
dreidimensionalen euklidischen und den vierdimensionalen Raum eingegangen. Der Zu-
sammenhang von Quaternionen zur Beschreibung von Rotationen und Multivektoren
wird erlautert. Die Algebra der Motoren wird vorgestellt, mit der nichtlineare Trans-
formationen wie Translationen im dreidimensionalen Raum linearisiert werden kénnen.
Das herkémmliche Konzept der projektiven Geometrie wird eingefiihrt, sowie die ent-
sprechende Darstellung in einer geeigneten Geometrischen Algebra. Im dritten Kapitel
erfolgt eine Einfithrung in das dreidimensionale Modell des Auges. Die Anatomie des
Auges wird erldutert, es folgt die Abstraktion und Modellierung. Dann wird das Gesetz
von Listing untersucht, wobei einerseits auf Bewegungen der Ebenen und andererseits
auf Deformationen der Ebenen eingegangen wird. Am Ende des dritten Kapitels werden
Experimente in einer Simulationsumgebung vorgestellt und diskutiert, die den Zusam-
menhang zwischen dem Gesetz von Listing und der externen Kalibrierung bei einem
Binokularkopf verdeutlichen. Das vierte Kapitel ist der internen Kamerakalibrierung ge-
widmet. Zunachst wird das herkémmliche Verfahren zur Selbstkalibrierung beschrieben.
Es folgt die Formulierung im Rahmen der Geometrischen Algebra mit der Darstellung
der Kruppagleichungen in Form von Brackets. Als nachstes wird die interne Kalibrie-
rung iiber das Theorem von Pascal beschrieben. Dabei wird sowohl auf gleichbleibende
interne Kameraparameter zwischen mehreren Bildern als auch auf sich &ndernde interne
Kameraparameter zwischen den Bildern eingegangen. Im fiinften Kapitel werden Expe-
rimnente zur internen Kalibrierung vorgestellt und diskutiert. Gearbeitet wird sowohl
mit Simulationsumgebungen als auch mit echten Bildern.

Die Arbeit enthélt mehrere Beitrage. Die Formulierung der Kruppagleichungen in Form
von Brackets ist mit der gesamten Herleitung meines Wissens nach neu und nicht trivial.
Eine Untersuchung des Theorems von Pascal zur internen Kalibrierung wurde meines
Wissens nach ebenfalls noch nicht durchgefithrt. Dies mag vor allem daran liegen, daB

im Matrizenkalkiill Anschauungen verloren gehen, die im Konzept der Geometrischen
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Algebra genutzt werden konnen. Durch die Untersuchung des Theorems von Pascal
ist es damit zum ersten Mal moglich, schon zwischen zwei Kamerabildern bei gege-
benen externen Kameraparametern die internen Kameraparameter zu ermitteln. Das
herkommliche Verfahren tiber die Kruppagleichungen ([11, 26, 23]) erfordert nicht das
Wissen um die externen Kameraparameter, aber Bildpunktkorrespondenzen zwischen
drei bis vier Kamerabildern. Weiter ist eine Ermittlung der externen Kameraparameter
nur aus Bildpunktkorrespondenzen ohne Kenntnis der interen Kameraparameter ([2, 1])
aus zwei Bildern durchaus méglich. Damit kénnen tiber die Verwendung des Theorems
von Pascal zur Selbstkalibrierung alle Parameter der Projektionsmatrix aus Bildpunkt-
korrespondenzen zwischen zwei Bildern bestimmt werden.

In den Experimenten erfolgt auch eine Untersuchung, bei welchen Rotationen und Trans-
lationen eine vollstandige Kalibrierung und bei welchen Transformationen nur eine Teil-
kalibrierung moglich ist. Dies wird sowohl in Simulationsumgebungen als auch in Bild-
folgen mit echten Bildern gezeigt. Auf numerische Probleme bei der Implementierung
sowie auf mathematische Probleme, die beim Rechnen mit Kruppagleichungen und den
Gleichungen des Verfahrens iiber das Theorem von Pascal auftreten, wird ebenfalls ein-
gegangen. In Zukunft ist eine genauere numerische Untersuchung der Gleichungen sowie
die Entwicklung praktikabler Algorithmen zum Losen der Gleichungen wichtig, beson-

ders im Hinblick auf die Entwicklung von echtzeitfédhigen Systemen.



2 Einfiihrung in die Geometrische Algebra

In diesem Abschnitt erfolgt eine Einfithrung in das Grundkonzept der Geometrischen
Algebra. Im Rahmen der Geometrischen Algebra ist es méglich, Entitdten wie Punkte,
Geraden und Ebenen zu reprasentieren und ihre Transformationen wie Rotation und
Translation (Verschiebung) zu beschreiben, sowie Teile der geometrischen Interpretation
zu erhalten.

Ziel ist es, eine mathematische Grundlage zu schaffen, um einerseits einen Einblick in
die Arbeitsweise der herkémmlichen mathematischen Methoden zu schaffen und ande-
rerseits die Grundkonzepte der Geometrischen Algebra mit ihren Vorteilen zu erlautern.
Im ersten Abschnitt erfolgt eine Einfithrung zur Beschreibung von Rotationen iiber Ma-
trizen einerseits und Quaternionen andererseits. Im zweiten Abschnitt des Kapitels wird
auf die Geometrische Algebra des n-dimensionalen Raumes eingegangen. Es werden da-
bei Begriffe wie das geometrische Produkt oder Multivektoren eingefiihrt. In Abschnitt
drei wird die Geometrische Algebra fiir den Spezialfall n = 3 untersucht. Abschnitt vier
liefert eine Einfithrung in vierdimensionale Geometrische Algebren. Abschnitt finf gibt
eine Finfithrung in die Algebra der Motoren. In dieser vierdimensionalen Algebra ist es
moglich, sowohl die Rotation als auch die Translation von Entitdten wie Punkte, Ge-
raden oder Ebenen als lineare Abbildung zu beschreiben. Der sechste Abschnitt fithrt
in die projektive Geometrie und ihre Modellierung im Matrizenkalkiil einerseits, sowie
die Modellierung der projektiven Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra

andererseits ein.

2.1 Beschreibung von Rotationen iiber Matrizen und
Quaternionen

Um eine dreidimensionale Position zu beschreiben, gibt es zwei verschiedene Arten von
Koordinatensystemen: Das erste ist die Beschreibung relativ zu Weltkoordinaten, das
zweite die Beschreibung relativ zu Objektkoordinaten. Wahrend sich ein Weltkoordi-
natensystem im Raum nicht verdndert, ist ein Objektkoordinatensystem fest an ein
Objekt im Raum gebunden und verédndert sich mit Rotationen des Objektes im Raum.
Sei H = {hy,ha, hs} die Basis fiir ein Weltkoordinatensystem und £ = {e;,e;, es}
die Basis fiir ein Objektkoordinatensystem. Weiter stimme £ = {e;, e3, e3} anfangs mit
H = {hy, hy, hs} iiberein. Abbildung 1 verdeutlicht die Ausgangssituation. Bei einer Ro-
tation des Objektes dreht sich das daran gebundene Objektkoordinatensystem mit, das
Weltkoordinatensystem bleibt fest. Haufig ist es tiblich, eine Rotation iber Matrizenmul-
tiplikationen zu beschreiben. Ein Vektor & kann entweder im Weltkoordinatensystem als
T = (Ter1, Tez, 2e3)T oder im rotierten Objektkoordinatensystem als &, = (1, Tho, Th3)T

ausgedriickt werden. Der Bezug eines Vektors . im Objektkoordinatensystem zu einem
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Vektor & im Weltkoordinatensystem wird iiber eine Rotationsmatrix R beschrieben:
z. = Ray,. (2.1)

R beschreibt eine Rotation iiber eine im Raum feste Achse. Fiir hy, hy, hs sehen die
Matrizen wie folgt aus :
Eine Rotation um hs mit Winkel 8 ist gegeben durch:

cos(d) —sin() 0
Rs(0) = | sin(0) cos(d) 0 |. (2.2)
0 0 1

Eine Rotation um hy mit Winkel ¢ ist gegeben durch:

cos(¢p) 0 sin(¢p)
Ra(o) = o 1 o |. (2.3)
—sin(¢) 0 cos(o)

Eine Rotation um hy mit Winkel ¢ ist gegeben durch:

1 0 0
Ri() =1 0 cos(yp) —sin(yp) |. (2.4)
0 sin(v) cos(v)

Rotationsmatrizen sind orthogonal, d.h.: R=1(z) = RT(z). Der Beweis folgt einfach durch
einsetzen. Um eine beliebige Rotation zu beschreiben, geniigt die Hintereinanderausfiih-
rung der Rotationen um die drei Achsen. Dabei ist wegen der Nichtkommutativitat der
Matrizenmultiplikation die Reihenfolge wichtig.

Bei dreidimensionalen Rotationen muf} unterschieden werden, ob beziiglich des Weltko-
ordinatensystems oder beziiglich des Objektkoordinatensystems rotiert wird. Zur Unter-
scheidung der Matrizen beschreibt ®; eine Rotation bzgl. des Weltkoordinatensystems
und FE; eine Rotation bzgl. des Objektkoordinatensystems. Aus der Nichtkommutativitét
der Matrizenmultiplikation folgt, dal Rotationen nicht kommutativ sind.

Bei Rotationen im Welt- und Objektkoordinatensystem gilt folgender Zusammenhang:

Lemma 2.1 Seien R;(¢) und R; () fir 1,5 = 1,2,3 Rotalionsmatrizen wie in (2.2)-
(2.4). Sei @ ein Vektor. Die Hintereinanderausfihrung der Rotationen $;,(¢)R;(¢) im

Weltkoordinatensystem stellt sich im Objektkoordinatensystem iber die Spiegelung der
Rethenfolge der Rotationen dar: E;(y)Ei(¢). D.h. es gilt:

Ri(O)R;(V)z = Ej() Ei(d). (2.5)



2.1 Beschreibung von Rotationen iiber Matrizen und Quaternionen

Beweis:

Ei(Q)E(d)e = Ej(¢)Ri(¢)z (2.6)
= Ri(O)R; (V) R ()Ri(9) @ (2.7)

= Ri()R;(). (2.8)

Dabei wird zunédchst ausgenutzt, dafi F;(¢) mit R;(¢) tibereinstimmt. Dann wird eine
Transformation zum Weltkoordinatensystem vollzogen, rotiert und eine Transformation
zum Objektkoordinatensystem durchgefiihrt. qed

Abbildung 1 verdeutlicht diese Eigenschaft. Dies bedeutet, dal Rotationen, die beziiglich

€,

&

hy hs hs
)
180 h2 h2
h,
h, hy 3
0
90 1

Abbildung 1: Rotationen im Objekt- und Weltkoordinatensystem.

des Weltkoordinatensystems beschrieben sind, im Objektkoordinatensystem durch Spie-
gelung der Reihenfolge der Rotationen beschrieben werden koénnen.

Rotationsmatrizen sind nicht die einzige Methode zur Beschreibung von Rotationen.
Eine weitere Moglichkeit ist es, die Rotation iiber einen Vektor zu kodieren, dessen
Richtung durch die Rotationsachse gegeben ist, und dessen Lange proportional zum
Rotationswinkel ist. Eine solche Kodierung kann tiber die Darstellung von Rotationen

durch Quaternionen realisiert werden ([37, 17]). Eine Quaternion ¢ wird beschrieben

durch:

1 1
g=q+(n+ie+ke)=qp+q-I mit g=| ¢ |undI=] ;5 |. (2.9)
q3 k
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Dabei handelt es sich bei dem Skalarprodukt ¢ I= (g1 + 7q2+kgs) um eine rein formale
Schreibweise. Die ¢; sind aus den reellen Zahlen und das Produkt von 1, 5, k ist wie folgt
definiert:

? 7 k
1| =1 k=
71—k =1 1
ki 3 = -1

Die Quaternionen bilden einen Schiefkérper mit drei Imaginarkonstanten. Fiir nahere
Informationen wird auf die Literatur ([37]) verwiesen.

Fiir eine Rotation um # miissen folgende Eigenschaften gelten:

0 [0
Go = coS (5) und Iz := v q + ¢3 + ¢3 = sin (5) . (2.10)

Dabei sei ¢ parallel zu 72 der Rotationsachse. Der Wert ¢q wird Skalarkomponente von
Quaternion g genannt und der Vektor ¢ Vektorkomponente.
QQuaternionen, die Rotationen beschreiben, sind Einheitsquaternionen. Sie haben also
die Léange 1. Dies zeigt man sofort durch einsetzen. Fiir Einheitsquaternionen gilt:
-1 - o~

¢ =qp-qg-I=yq
Das Vertauschen der Vorzeichen der Imaginaranteile einer Quaternion wird auch als
Konjugation bezeichnet. Das Inverse einer Einheitsquaternion ¢ wird also durch Konju-

gation ¢ der Einheitsquaternion ¢ erzeugt. Dies zeigt man ebenfalls durch einsetzen.

Eine Division einer Quaternion g = cos (g) +sin (g) 7 T durch ihren Skalaranteil liefert

0 -
qd =1+tan (§>T_iI (2.11)

Die Vernachlassigung des Skalaranteils und die Beschrankung der Quaternion auf den

Vektoranteil beschreibt dann einen Rotationsvektor im dreidimensionalen Raum:

7 0 7 0
r = 9q_ tan (—) 4 _ tan (—) . (2.12)
o 2/ 11q]l2 2

Fiir die Berechnung von Rotationen iiber Quaternionen wird auf das folgende Lemma

2.2 verwiesen.

Lemma 2.2 Sei R eine Rotationsmalriz, ® = (x1,74,23)7 ein Vektor und q das zur

Rotationsmatriz gehorende Quaternion. Dann gilt: q(@ - I_‘)q_1 = (Rx) - I.
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Beweis: Es geniigt, die Rotation um hs mit Winkel § zu betrachten. Einsetzen liefert :

. cos(0) —sin(6) 0 B
(Re)- I = sin(f) cos(@) 0 (x| -1 (2.13)
0 0 1
cos(0)xy — sin(f)z,y 7
= cos(@)xy+sin(zy |- | 7 |- (2.14)
T3 k

Die zugehérige Quaternion hat folgende Gestalt :

0 (0
w=cos(§). Vi i+ i+ @ =sin (5.

Also gilt g3 = sin (g) ,q1 = g9 = 0.

0 0
g=| o |I]o]. (2.15)
sin(g) 1

Damit ist ¢ parallel zur Rotationsachse. Einsetzen und Ausmultiplizieren liefert:

gz D)g™" = (qo+ kas)(iz1 + jzo + kvs)(qo — kgs) = (2.16)
(gox1t + q3x17 + qox2] — q3xot + 3ok — qzx3)(qo — kqs) = (2.17)
(0G0t + qogsr1] + qogst1] — qaqat1i + GoGoT2] — 1qoqsT2 — iGogsls (2.18)
—7G3G3T2 + GoGoT3 + GogsT3 — Goqsts + qaqarsk) = (2.19)
4T — G371 — 2q0Ga 2 i
2q0g3T1 + gz — g3z || J |- (2.20)
lzs k
Weiter gilt unter Anwendung von
cos(g) = H'cgisw) und sin(g) = 1_0375@ :
Qo1 — G531 — 2q0qaty = (2.21)
c032(€)$1 — SinQ(g):z:l — ngcos(g)sin(g) = (2.22)
2 2 2 2
(% + “"Zﬂ - % + 60‘92(0))1;1 — /(1 4 cos(8))(1 — cos(0))z, = (2.23)
cos(0)xy — /1 — cos?(0)zy = (2.24)
cos(0)xy — sin(0)xs. (2.25)
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Analog fiir 5. qed
Die Multiplikation von zwei Quaternionen kann iiber Vektorrechnung wie folgt beschrie-

ben werden:

qp = ( QO‘|’Zqz ) po+sz ) = (qopo — G- P) + (P + pod + G x P)I.  (2.26)

=1

Dabei sei - das gewohnliche Skalarprodukt und x das Kreuzprodukt:

aq by asbs — asb,
a9y X bg = Clgbl — albg . (227)
as b arby — asby

Der Rotationsvektor # hat in Analogie zu Formel (2.12) folgende Darstellung:

r = 9 _ = tan (9) = tan (g) . (2.28)
9o [4]2 2

Den Rotationsvektor zur Beschreibung von zwei hintereinander ausgefithrten Rotations-

vektoren ¥, o 7, erhilt man iiber die Quaternionendarstellung: *

Lemma 2.3 Seien 74 und ¥, Rotalionsvekloren. Fir den Rotalionsvektor der Hinler-
einanderausfihrung dieser Rotationen ergibt sich:

o 4 T, + T, + Ty X T,

Ty O0Tp = ptTat Ty 2. (2.29)

1 — 7y 7p

Beweis: Seien ¢, p die Quaternionen fiir #,, ¥,. Dann gilt:

ap = (qopo — G- ) + (qoB + pod + @ x P)I. (2.30)

Eine Division des Vektoranteils durch den Skalaranteil liefert den Rotationsvektor der

Hintereinanderausfithrung:

(P +pd+dxP)  (QopP+pid+ 200q < P)
(qopo — g - P) B (qopo — ¥22q - p)

(qopo(Tp + Gr + Tp X 7))
(gopo(1 — 7q - 7p))

(Fp + T + Tp X Tq)

(1 _"?p'Fq)

qed
Rotationsvektoren werden in den Kapitel drei verwendet.

Lo bezeichne den Operator der Hintereinanderausfiithrung von Rotationen, die durch Rotationsvektoren

beschrieben werden.

10



2.2 Die Geometrische Algebra des n-dimensionalen Raumes

2.2 Die Geometrische Algebra des n-dimensionalen Raumes

Sei V,, ein n-dimensionaler Vektorraum mit orthonormalen Basisvektoren {o;} ¢ =
1,...,n. Zu dieser Basis wird ein 2"-dimensionaler Vektorraum definiert, der aus Kom-

bination paarweiser verschiedener Basisvektoren entsteht:

L, {ou},{owo.},{owovont, ..., I ={o105...0,}. (2.31)
Als nachstes wird zu diesem 2"-dimensionalen Vektorraum ein Produkt definiert:

1 fir wed{l,....p}

(0.) = -1 fir wve{p+1,....p+4q} (2.32)
0 fir wve{p+qg+1,....p+q+r=n}
ouoy, = —0,0, (U # V). (2.33)

Der 2"-dimensionale Vektorraum versehen mit dieser Multiplikation liefert eine Algebra,
eine sogenannte Geometrische Algebra. Die so erzeugt Algebra, mit p+¢+r = n, wird mit
(.4 bezeichnet. Enthilt eine Algebra Basiselemente mit o2 = 0, so wird sie entartet
genannt. Die Geometrische Algebra wird iiber einen Raum definiert, dessen Elemen-
te Multivektoren genannt werden. Dabei sind Multivektoren Linearkombinationen von
Vektoren. Seien @ = "'_; a,0, und b = >_7_, b,0, Vektoren. Das (nichtkommutative)

geometrische Produkt ab erfiillt folgende Axiome:
1. a(be) = (ab)c (Assoziativitat)
2. a(b+ ¢) = ab + be (Distributivitat von links)
3. (b+ c¢)a = ba + ca (Distributivitat von rechts)
4. aX = da (Kommutativitat mit Skalar)
5. a* € R (Kontraktion)

Weiter gilt folgende Zerlegung:
ab = %(ab+ba)+%(ab—ba) =:a-b+aAbd. (2.34)

Das geometrische Produkt kann damit in einen symmetrischen und einen antisymme-
trischen Teil zerlegt werden. Dabei liefert das innere Produkt a@ - b ein Skalar und das
dufiere Produkt @ A b einen Bivektor. Der Bivektor von zwei Vektoren wird als orien-
tierte Flache, aufgespannt durch die beiden Vektoren, interpretiert. Das duflere Produkt
von aj...ap kann als der k-Vektoranteil des geometrischen Produktes dargestellt wer-
den: (@1@s...ag)y = a1 A az A as... A ag. Dabei bezeichnet man (a;a;...ax); auch als

k-Vektor von ajas...ap. Allgemein konnen Multivektoren iiber eine Linearkombination

11



2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

der k-Vektoren (M )y beschrieben werden: M = Y77 _o(M);. Fiir zwei Multivektoren A,

und B, vom Grad r und s kann das geometrische Produkt wie folgt beschrieben werden:
A,B;=(AB), s+ (AB),4s_2+ ...+ (AB)|_y. (2.35)
Fiir zwei Vektoren ergibt sich damit:
ab = (ab); + (ab)y =a ANb+a-b. (2.36)
Damit erfiillt Gleichung (2.33)
ouNo, = ou,0,=—0,0, (uF#Wv). (2.37)
Die Basis der geometrischen Algebra (G, ,  besitzt daher auch folgende Gestalt:
Lo}, {ouNo b, {ouNoy Aoyt ..., I ={o1 ANoy... Ao, }. (2.38)

Die u, v, w seien paarweise verschieden.

Damit gibt es ( 711 ) Vektoren, ( ; ) Bivektoren bis hin zu ( "

n

) = 1 n-Vektoren.

Der n-Vektor I wird auch Pseudoskalar oder Hypervolumen genannt. Die Geometrische

Algebra entspricht einem Vektorraum mit der Dimension 2”.

2.3 Die Geometrische Algebra des dreidimensionalen Raumes

In diesem Abschnitt erfolgt die Beschreibung der Geometrischen Algebra (5 fiir den
dreidimensionalen Raum. Dieser Raum kann zur Beschreibung von Vektoren und deren
Rotationen verwendet werden. Da die Unteralgebra G;QO isomorph zu der Quaternio-
nenalgebra ist, wird zur Erleichterung des Verstandnisses nochmal auf Abschnitt 2.1
verwiesen. Fiir weiterfithrende Informationen wird auf die Literatur ([19, 20, 18, 4]) ver-
wiesen.

Die Basis der Geometrischen Algebra G5 hat folgende Gestalt:
{1,01,09,03,0203,0301,0102, 1 = 010903}. (2.39)

In dieser Algebra ist die Quaternionenalgebra in dem Unterraum
L{ou Aoy} (2.40)

enthalten. Die Elemente der Bivektoren stellen die Imagindrkonstanten des Quaternio-

nenschiefkérpers dar:

o109 = Tog =: —k (2.41)
o301 = IToyg =: —j (2.42)
0903 = Toy =1 —1 . (2.43)

12



2.3 Die Geometrische Algebra des dreidimensionalen Raumes

Weiter liefert einsetzen : i2 = j2 = k> = —1 und 1j = —ji = k.

Damit folgen auch die Eigenschaften und Regeln im Raum der Quaternionen. Eine Qua-
ternion kann iber G?to,o beschrieben werden: g = qo—}—f- q = qo+ Iq. Die Multiplikation
des Pseudoskalars I mit einem Vektor g = "7, g;o; liefert dabei einen Bivektor. Qua-
ternionen beschreibt man haufig tiber ein Paar g = (qo, Iq), mit go dem Skalaranteil,
und I'q dem Bivektoranteil.

Die konjugierte Quaternion ist gegeben durch § = g — TI. q = qo — Iq und der Betrag
einer Quaternion durch ||¢||3 = ¢q.

1 = gllg||3" beschrieben.

Dadurch wird die Inverse durch ¢~
Analog zu dem vorherigen Abschnitt gilt, dal zu einem Winkel o und gegebener Rota-
tionsachse b der Bivektor zur Beschreibung der Rotation als ¢ = cos(5) — I(sin(5))b
festgelegt wird. Die Rotation wird dann durch » = ¢»’§ berechnet.

Einsetzen liefert weiter a Ab = I(a x b), wobei (a x b) wie vorher das Kreuzprodukt ist.
Dies gilt jedoch nur in Gsg0, da das Kreuzprodukt nur fiir dreidimensionale Vektoren
definiert ist. Da das duflere Produkt selbst in R&umen beliebiger Dimension existiert, ist
es allgemeiner als das Kreuzprodukt. Weiter liefert das Kreuzprodukt von zwei Vektoren
a, b einen Vektor senkrecht zu a und b, so dafl das duflere Produkt von zwei Vektoren

den Generator von Rotationen zwischen den Vektoren liefert.

2.3.1 Beschreibung von dreidimensionalen Rotationen in der Geometrischen
Algebra

Einer der Vorteile der Geometrischen Algebra ist, dal sich ein Rotationsvektor, der
die Rotation von zwei Einheitsvektoren ¢ nach b darstellt, direkt iiber die Vektoren
beschreiben 1at. Aufschlufl dariiber gibt das folgende Lemma:

Lemma 2.4 Fiir zwei Finheitsvektoren b und ¢ wird durch g =1 + be die Quaternion
beschrieben, die bis auf einen skalaren Faktor die Rotation von ¢ nach b beschreibt. Dabei

beschreibt g eine Rotation um eine zu b und ¢ senkrechte Achse.

Beweis: Da der Skalaranteil von ¢ Null ist, gilt:
b = gcg = q¢’c. Insbesondere 16st ¢*> = be das Gleichungssystem, da dann gilt:
b = ¢’c = (be)e = b(ee) = b. Weiter gilt :

b+c)e blc+d) bc + b? be+1
_ Ve = | _ _ _ . 2.44
’ e+ bl Totels BRI +oel;  Tperil Y
Es gentigt, die obige zweite Gleichung zu zeigen :
b+c)e
bc = (7 & 2.45
= e v 8l 249
((b+c)e)’
bc=——"7F7"—1- & 2.46
o+ bl 240
(b +¢)’bc = ((b+c)e)’. (2.47)

13



2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

Da weiter
(b4¢)’bc = (b*+bec+cb+ c?)be (2.48)
= b’c + bebe + cbbe + c?be (2.49)
= be + bebe + 1 + be, (2.50)

und

(b+e)e)* = (be+c?)? (2.51)
= (be+1)(bec+1) (2.52)
= bebe + be +be + 1, (2.53)

gilt, ist die zweite Gleichung gezeigt. qed

Der Rotationsvektor zur Beschreibung einer Rotation von ¢ nach b entlang einer Geoda-
ten ist auf diese Weise sehr leicht zu berechnen und benétigt keine Anwendung von
trigonometrischen Satzen. Formel (2.44) kann wie folgt interpretiert werden:

Betrachtet wird die Rotation eines Einheitsvektors ¢ nach b. Geometrisch beschreibt die
Transformation ¢ nach —nen eine Reflektion an einer Ebene senkrecht zu n = ﬁ
2

Abbildung 2 verdeutlicht auch die spateren Transformationen. Es gilt:

Abbildung 2: Skizze zur Verdeutlichung der Reflektionen zur Beschreibung der Rotation.

c=n‘c=n(nc)=n(n-c+nic)=(n-cn+n(nic)=c+c.. (2.54)

Dabei ist ¢, aus einer Ebene senkrecht zu n bzw. F; und ¢| parallel zu der Ebene.
Weiter gilt:

—nen = —n((n-en+nnAe)n=—-n((n-c)nn+ —nn(nAcn = —n(n-c) +
—(nAc)n = —¢|+cyi. D.h. ¢ wird an der n-Ebene(F;) durch den Ursprung zu —ncn
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2.4 Geometrische Algebren des vierdimensionalen Raumes
reflektiert. D.h. ¢ wird zu —b reflektiert und kann durch eine zweite Reflektion senkrecht
zu b korrigiert werden. Algebraisch ergibt sich somit:

c+b c+b
c )
le + b2 |le + ]2

¢ — —b(—nen)b="> (2.55)

Fs wird R := b-St0 und R .= Ctb p gesetzt. Die gewiinschte Rotation wird be-
llc+Dll. llc+Dil.

schrieben durch:

c+b B be + b? B bec+1 B bec+1 (2.56)
le+blla lle+bllz Jle+bllz  [be+1]; '

Dieser letzte Term (2.56) korrespondiert mit Term (2.44).

2.4 Geometrische Algebren des vierdimensionalen Raumes

In diesem Abschnitt erfolgt die Vorstellung der Basen fiir die vierdimensionalen Geo-
metrischen Algebren, die zur Beschreibung von dreidimensionalen Bewegungen und zur

Beschreibung der projektiven Geometrie verwendet werden kénnen.

2.4.1 Die Geometrische Algebra des projektiven Raumes

Der projektive Raum kann iiber GGy 3 représentiert werden. Damit ergibt sich folgende

Basis:
G1,3,0 = {1701,(72,(73,0470203,(7301,0102704017040270403,
0'20'30'4,0'30'10'4,0'10'20'470'10'20'3,_[ = 0'10'20'30'4}. (257)
Dabei gilt:
ol =1 (2.58)
op = —1  ke{1,2,3} (2.59)

Man erhélt ein Skalar, vier Vektoren, sechs Bivektoren, vier Trivektoren und ein Pseu-
doskalar. Es gilt:

I’ = (01020304)(01020304) = 020304020304 = —03040304 = —o3 = —1. Das Pseu-
doskalar quadriert also zu —1. Eine Einfithrung in die projektive Geometrie erfolgt in
Abschnitt 2.6. Die Einfiihrung in die projektive Geometrie im Rahmen der Geometri-
schen Algebra in Abschnitt 2.6.2 ist in Anlehnung an die Literatur ([20]) allgemein
gehalten. In Kapitel vier und fiinf werden dann die Ergebnisse aus Abschnitt 2.6.2 in

der Geometrischen Algebra GGy 30 verwendet.
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

2.4.2 Die Geometrische Algebra dreidimensionaler Bewegungen

Die Geometrische Algebra dreidimensionaler Bewegungen kann iiber (G5 représentiert
werden. Die Basis hat folgende Gestalt:

Ga,o,l = {1701,(72,(73,0470203,(7301,0102704017040270403,
0'30'20'4,0'10'30'4,0'20'10'470'10'20'3,_[ = 0'10'20'30'4}. (260)
Dabei gilt:
ol = 0 (2.61)
op = 1  ke{l,2,3}. (2.62)

Man erhélt ein Skalar, vier Vektoren, sechs Bivektoren, vier Trivektoren und ein Pseu-

doskalar. Das Pseudoskalar quadriert dabei zu Null:

12 = (0'10'20'30'4)(0'10'20'30'4) = —(0'30'4)(0'30'4) = 0 (263)

2.5 Die Motorenalgebra fiir dreidimensionale Bewegungen

In diesem Abschnitt erfolgt eine Einfiihrung in eine entartete Geometrische Algebra, die
Algebra der Motoren. Fiir nahere Informationen wird auf die Literatur ([4, 3]) verwiesen.

Interessant ist eine Einschrankung von Gsg; auf die gerade Unteralgebra:
+ —
Gg,oJ = {17020370301701027U4017U402704037U1U20304}- (2-64)

Die Basis besteht aus einem Skalar, sechs Bivektoren und einem Pseudoskalar. Diese
Algebra wird auch die Algebra der Motoren genannt. Elemente der Algebra der Motoren,
im folgenden auch Motoren genannt, konnen iiber Quaternionen beschrieben werden: Ein
Motor hat die Form

M = ¢ + Ig; mit ¢; Quaternionen: ¢; = ;0 + Gi102035 + Gi20301 + giz30102.  (2.65)

Dabei sei ¢; = (s; + Bi) eine Quaternion mit s; dem Skalarteil und B; dem Bivektorteil.

2.5.1 Transformation von Punkten, Geraden und Ebenen in der Algebra der
Motoren

Die vierdimensionale Motorenalgebra wird zur Berechnung dreidimensionaler Bewegun-
gen verwendet. Die Grundidee zu dieser vierdimensionalen Algebra kann man dem Ma-
trizenkalkiil entnehmen. Im dreidimensionalen Raum ist eine allgemeine Translation eine
nichtlineare Abbildung. Eine Abbildung ist linear, wenn gilt: f(ax+3y) = af(z)+5f(y).
Wird zum Beispiel f : @ — = + ¢ mit ¢ # 0 betrachtet, gilt: f(z) + f(y) = 2 + ¢+
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2.5 Die Motorenalgebra fiir dreidimensionale Bewegungen

y+e=zxz+4+y+2c#zx+y+c= f(z+y). Wenn nun eine vierdimensionale Basis
betrachtet wird und die dreidimensionalen Punkte @ = (z,y,z)” auf der Hyperebene
{(z,y,2,1)T)z,y,2 € R} C R* eingebettet werden, ergibt sich fiir eine Rotation und
Translation im dreidimensionalen Raum: @’ = R(a) + t. Im vierdimensionalen Raum

kann diese Abbildung linearisiert werden:

(F)-(0 () oo

Durch Einbettung in die Geometrische Algebra werden die Operatoren und die geome-
trischen Entitdten in der selben Algebra ausgedriickt. Dies entspricht der Darstellung
von Rotationen im IR® durch Quaternionen.

Zunachst erfolgt die Darstellung der Strukturen in dieser Algebra:

Ein Punkt = (z,y,2)T € R® besitzt die Darstellung

P(z) =14 1By =1+ I(x0305 + yoso1 + z0102). (2.67)

Dies entspricht der Einbettung a = (z,y,2)" = (a,1)" = (z,y,2,1)".
Eine Gerade wird iiber das &uflere Produkt von zwei Punkten aus der Hyperebene

(101, Y109, 2103, 1)T beschrieben:

L(z,y) = p1 A\ p2. (2.68)
Die Gerade erhilt damit folgende Gestalt:

L(z,y) =n+ Im. (2.69)

Dabei ist n die Richtung der Geraden und m das Moment, der Vektor fiir die Orien-
tierung der Ebene, in der die Gerade liegt. Diese Geradenreprédsentation entspricht der
Pliickerkoordinatendarstellung. Fiir ndhere Informationen wird auf die Literatur ([4, 3])
verwiesen.

Eine Ebene kann eindeutig durch die Normale der Ebene zum Ursprung und durch den
Hesseabstand beschrieben werden. Genau diese Informationen werden in der Ebenenre-

prasentation kodiert:

E = B;+1(sy) (2.70)

= x0.03+ yosoy + zoy09 + Isy. (2.71)

Im Bivektoranteil By ist die Normale der Ebene als Einheitsvektor kodiert und im Pseu-
doskalar s, steht der Hesseabstand.

t
Den Matrizen ( 33 ] ) entsprechen in der Geometrischen Algebra G, spezielle Mo-

toren. Eine Rotation kann wie in der Geometrischen Algebra des R® iiber eine Qua-

ternion berechnet werden. Ein Motor, der eine reine Quaternion beschreibt, kann zur
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

Beschreibung von Rotationen verwendet werden.

R = ag+ a10203+ a20301 + az010;

= ap+a

B AN
= oS 5 + sin 5 .

Die Rotationen der geometrischen Entitdten werden wie folgt beschrieben:

P(x') RP(z)R
L(;B', yl) = RL(:E, y)j%
E(z') = RE(z)R.

Ein Translator hat folgende Gestalt:

t
T=(14+1-]).
(1+73)

(2.75)
(2.76)
(2.77)

(2.78)

Dabei sei t ein Translationsvektor in R®. Dieser Translator kann zur Beschreibung der

Translation verwendet werden. Die Translationen der geometrischen Entitaten werden

wie folgt beschrieben:
P(z) TP(x)T
L(z',y') = TL(=, y)T
E(z') = TE(x)T.

(2.79)
(2.80)
(2.81)

Die Wirkungsweise der Translatoren auf eine geometrische Entitét soll kurz am Beispiel

eines Punktes verdeutlicht werden:

t t
1+I-)(P)(1+I-) =
(1+15) @ (1415)

t t

(1—|—I§> (1+T0)(1+13) =
t t t
1+ I-+1 12—)<1 I—)
<+ g The gz )\ +13
(ot one) (141)

— @xr — —
2 2

t t

1+I-+1 I-

< HE R 2)

L+ I(t+ ).

(2.82)
(2.83)
(2.84)
(2.85)

(2.86)
(2.87)

Da in der vierdimensionalen Geometrischen Algebra auch Translationen in R® durch

Motoren beschrieben werden kénnen, kann ein Rotor zur Beschreibung einer Rotation

iiber eine beliebige Rotationsgerade im Raum wie folgt definiert werden: Um eine Rota-

tion zu berechnen wird dafiir zundchst der zu rotierende Punkt so verschoben, daff die
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2.6 Projektive Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra

Rotation durch eine Rotationsachse um den Ursprung beschrieben werden kann. An-
schlieBend wird die Rotation durchgefithrt und der Punkt zurtickverschoben. Der Rotor

erhilt damit, nach einsetzen, folgende Gestalt:

R, = T.RT. (2.88)
- (1 + I%) (a0 + @) (1 _ I%) (2.89)
= aot+a+I((a)At,.). (2.90)

Dabei ist T, ein geeigneter Translator, der zur Beschreibung der Translation verwendet
wird. Die Rotationsachse wird also nicht durch einen Punkt, sondern durch eine Gerade

repréasentiert, die im Bivektoranteil kodiert ist. In der Fulerdarstellung ergibt sich:

R, = cos (g) + sin (g) (n+In At,) (2.91)

= cos (g) + sin (g) L. (2.92)

Die Rotation wird also beziiglich der Geraden I beschrieben, die durch die Richtung n
und das Moment m = n A t. eindeutig definiert wird. Fiir nahere Informationen wird
aufl die Literatur [4] verwiesen.

Die Hintereinanderausfiithrung von Rotation und Translation liefert wieder einen Motor,

der nach Einsetzen in einer Eulerdarstellung folgende Gestalt erhalt:

M = T,R, (2.93)

f d {0 d
= cos (5 + I§) + sin (5 + I§) l. (2.94)

In der Motorenalgebra wird die Translation nicht durch eine Addition, sondern durch

eine Multiplikation beschrieben. Damit handelt es sich um eine lineare Abbildung.

2.6 Projektive Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra

In diesem Abschnitt wird zunéchst eine Einfithrung in die projektive Geometrie mit
herkémmlichen mathematischen Methoden gegeben. Dies ist fiir die Beschreibung der
klassischen Methode zur Selbstkalibrierung wichtig. Dann erfolgt eine Einfiihrung in die
projektive Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra. In der Geometrischen Al-
gebra kann die Interpretation erhalten bleiben und das Arbeiten in der Geometrischen
Algebra bleibt anschaulich und tbersichtlich. Fiir ndhere Informationen zur projektiven
Geometrie wird auf die Literatur ([28, 5, 8]) verwiesen. Nahere Informationen zur projek-
tiven Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra sind der Literatur ([20, 18, 4])
zu entnehmen.
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

2.6.1 Herkémmliche Konzepte der projektiven Geometrie

Die projektive Ebene

Die projektive Ebene ist ein mathematisches Konzept. Sie kann der Modellierung geome-
trischer Figenschaften von perspektivischen Projektionen dienen. Eine projektive Trans-
formation kann als Rearrangieren von Entitaten wie z.B. Punkten und Geraden auf einer
projektiven Ebene gesehen werden. Diese Transformation nennt man Kollineation. Ge-

geniiber euklidischen Transformationen gibt es zwei grole Unterschiede:

1. Der Abstand in der euklidischen Ebene \/(:x — 29)? + (y — yo)? andert sich nicht

bei euklidischen Transformationen wie einer Rotation oder Translation. Unter per-

spektivischer Betrachtung kann der Abstand zwischen zwei Punkten in jeden be-

liebigen Wert transformiert werden.

2. Das Bild zweier paralleler Geraden kann sich unter perspektivischer Betrachtung

schneiden. In der euklidischen Ebene schneiden sich parallele Geraden nicht.

Die projektive Ebene kann als Verallgemeinerung der euklidischen Ebene definiert wer-
den, bei der einige Eigenschaften vernachlassigt wurden: Zunéchst wird der Begriff Di-
stanz aufgegeben und es wird eine Struktur erzeugt, die affine Ebene genannt wird.
Die Haupteigenschaft der affinen Ebene ist, dafl parallele Geraden unter affinen Trans-
formationen invariant bleiben. Ein Quadrat wird also héchstens in ein Parallelogramm
transformiert. Als zweites wird im Modell der projektiven Ebene das Konzept paralleler
Geraden vernachlassigt. Alle Geraden schneiden sich in einem Punkt. Dabei schneiden
sich parallele Geraden im Unendlichen in einem sogenannten [deal-Punkt. Die Menge
von [deal-Punkten bildet eine Gerade, eine unendlich ferne Gerade, die mit dem Horizont
eines Bildes zu vergleichen ist. Die projektive Ebene entsteht also aus der affinen Ebene
durch Hinzunahme der unendlich fernen Gerade. Die projektive Ebene erfiillt folgende

Axiome:

1. Zwei verschiedene Punkte legen eine eindeutige Gerade fest.

2. Zwei Geraden legen einen eindeutigen Punkt fest.

In jeder Aussage, in der die Worter Punkte und Geraden vorkommen, konnen diese ver-
tauscht werden, ohne die Wahrheit der Aussage zu beeinflussen. Diese FEigenschaft nennt

man Dualitdt.

Modell der projektiven Ebene

Die Grundidee der projektiven Ebene ist ein Ursprung im Raum, der zu Punkten im

Raum Strahlen bildet. Man betrachtet den Schnitt der Strahlen mit einer projektiven

Ebene. Ein Punkt in der Ebene wird durch drei kartesische Koordinaten xy, x4, x5 re-
T

prasentiert: Der Vektor p = | x5 | représentiert dabei einen Strahl vom Ursprung zum

€3
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2.6 Projektive Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra

Punkt p. Es ist nur die Richtung wichtig. Das bedeutet, dafl p und Ap den selben Punkt
reprasentieren. Dies wird ausgedriickt durch die Schreibweise Ap ~ p. Alle Punkte auf
dem durch p reprasentierten Strahl haben denselben Schnittpunkt mit der Ebene. Da
Ap ~ p gilt, wird die letzte Komponente des Vektors auch mit 1 normiert. Das heif}t in
der projektiven Ebene wird (Ap)s = 1, bzw. im projektiven Raum (Ap)y = 1 gesetzt.
Diese Punkte werden dann auch als homogene Punkte bezeichnet.

Die Interpretation eines Punktes als Strahl wird in Abbildung 3 verdeutlicht. Im fol-

X 3 Strahl

AP

" \Gerade

X

Abbildung 3: Ein Modell fiir die projektive Ebene kann iiber Strahlen im 3D-Raum

konstruiert werden.

genden wird die spezielle Ebene II, betrachtet, die im kartesischen Koordinatensystem
senkrecht zur Xs3-Achse ist und deren Abstand zum Ursprung 1 betragt.
x

Der Schnittpunkt von p = | y | und II, ist . Da aus (Ap)s = 1, A = L folgt.

— e N |y

z
Projektive Gerade
Die Koordinatenrepréasentation einer Geraden in der projektiven Ebene wird von der
Reprasentation einer Ebene durch den Ursprung abgeleitet. Eine projektive Gerade ent-
steht durch den Schnitt einer Ebene w mit II.. Die Gleichung einer Ebene durch den
Ursprung ist gegeben durch uixy 4+ usze + uszrs = 0. Die Ebene wird iiber einen Vektor
u reprasentiert und entspricht dabei den homogenen Koordinaten der projektiven Gera-
den. Die projektive Gleichung einer Geraden kann wie folgt dargestellt werden: w - p =
uTp = pTu = 0. Analog zu Punkten gilt Au ~ u, da pTu =0 ApTu =0 (X #0).
In kartesischen Koordinaten ist die Gleichung einer Geraden n,x + n,y — d = 0. Dabei
ist n = (nz,ny,) die Normale der Geraden und d der Abstand zum Ursprung. Nun kann
man das Verhédltnis von kartesischen Geradenparametern zu homogenen Geradenkoeffi-

zienten fiir us # 0 herstellen: n,, := —ditund ny := —d2. Dies folgt sofort aus folgenden
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

Umformungen:
U + Uy +us = 0& (2.95)
D1 Byyl = 0 (2.96)
Uus Us
At d%y —-d = 0& (2.97)
U3 us
ngx+nyy—d = 0. (2.98)
Fiir einen Punkt p” im Unendlichen, also einem Idealpunkt, gilt x5 = 0. D.h. p” hat
Py
die Gestalt p¥ = | py |. Weiter gilt: Die Gerade durch zwei Punkte p und p’ auf einer
0

Ebene wird durch das Kreuzprodukt der beiden gegebenen Punkte p und p’ beschrieben
(28, 8]).

Projektive Transformation

Die allgemeine Transformation eines Punktes X einer Ebene II in einen anderen Punkt

@ einer Ebene 7 wird repréasentiert durch

T T i1 tiy i3 X X
x= |y |~ 2 | =| lan laa los X |~ Y | =X, (2.99)
1 T3 l31 t32 133 X3 1
oder @ = T'X. Weiter gilt:
X
T| Y
X + 1Y + 1151 1
x:ﬂ: 11X + 12Y + 143 _ 1 (2.100)
x3 131X F 132 + 133l X
T| Y
1
3
und
X
T| Y
1on X + 155Y + 1951 1
y:ﬂz 211X + oY + Lo3 _ 9 (2.101)
x3 131X F 132 + 133l X
T| Y
1

3

Da ein Skalierungsfaktor A in (2.100), (2.101) herausfillt, ist 7" bis auf einen skalaren
Faktor A definiert, d.h. T' ~ AT'. Deshalb kann 7" immer auf ¢33 = 1 normiert werden.
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2.6 Projektive Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra

Fiir Geraden kann diese Transformation analog durchgefithrt werden:

Ausgehend von Uy Xy + U X, + UsXs =0 < UTP =0 ist fir p = TP, P = T 'p.
Andererseits gilt u’p=0< U'T'p=0. D.h. u =UTT.

Vier korrespondierende Punkte definieren eine projektive Transformation. Die Transfor-
mationsmatrix 7' beinhaltet acht unterschiedliche Parameter, da ¢33 = 1. Da jeder Punkt
der Ebene zwei Koordinatengleichungen erfiillt, werden vier Punktkorrespondenzen zwi-
schen zwei projektiv transformierten Ebenen benétigt, um die Transformationsmatrix
eindeutig zu beschreiben. Die korrespondierenden Punkte seien (z;,y;) ~ (X;,VY;). Es

wird ein lineares Gleichungssystem aufgestellt, welches folgende Gestalt hat:

X, i1 0 0 0 —X, —1Y; i i
00 0 Xy Y5 1 =Xy —yVi || b "
Xo Y2 1 0 0 0 —22Xy —22Y5 lis T2
0 0 0 X, Vs 1 —uXo —uYs b f w2 (2.102)
Xs V51 0 0 0 —a23X3 —a3Ys t22 3
0 0 0 X3 Y3 1 —ysXs —uYs tas Ys
X, Yol 0 0 0 —24Xy —24Yi la1 T4
0 0 0 Xy Yy 1 —yuXy —wYs a2 Ya

Dann gilt z.B.:

1 = Xyt +Yitie +tis — 21 Xqls — 21 Yilag (2.103)
& Xity+Yitio+tis = (1 4+ Xota + Yitss) (2.104)
Xityr + Yitig + s

— . 2.105
N 14+ Xits; + Yitse ( )

Also gilt (z;,y;, )T ~ T(X;,Y;, 1)L,

Doppelverhéltnis fiir Punkte und Geraden

Ausgegangen wird von einer projektiven Geraden im R2. Ein Punkt in der projektiven
Gerade hat die Darstellung P; = (X, X¢)T = A(X*, )T ~ (X*,1)T. Projektive Trans-
formationen zwischen Geraden werden tiber 2 x 2-Matrizen T, ® = T'X beschrieben.
Das Doppelverhéltnis von vier kollinearen Punkten P, Py, P3, P4 ist definiert durch
Cr(Py, Py, Ps, Py) = gz:;:;gi:ﬁ?g, wobei X1, X?, X3 X* die korrespondierenden
Positionen von jedem Punkt sind. Dabei steht C'r(.) fiir den englischen Begriff fiir das

Doppelverhéltnis: Crossratio. Punkte heiflen kollinear, wenn sie auf einer Geraden liegen.

(X?® — X1) ist die Distanz zwischen P3 und P;. Abbildung 4 verdeutlicht dies.

Lemma 2.5 Das Doppelverhdltnis von vier kollinearen Punkten ist unter projektiven

Transformationen invariant.

Beweis : Jeder Punkt einer Geraden in einer Ebene kann {iber zwei homogene Koordina-
ten reprisentiert werden: P; = (X!, X3)T ~ (X*,1)T. Die kartesische Position ist durch
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

fNu)

e

Abbildung 4: Verdeutlichung des Doppelverhéltnisses.

XZ:X—E

projektiven Transformationen zwischen Geraden werden tiber 2 x 2-Matrizen beschrie-
ben: & = T X. Damit ergibt sich die Darstellung z = £ = &+t (1 2) = |[P, Py]|

x2 to1 X +122
bezeichne weiter die Determinante der Matrix, die durch die Punkte Py, P, gegeben ist.

gegeben. Dies ist analog zu einer Ebene, nur mit einer Dimension weniger. Die

Dann gilt:

D(1,2) = |[PyPy] (2.106)

Xi X7
= 2.107
‘xg P (2.107)
= XX - X, X} (2.108)

X! X2

= X, X (—1——1) 2.109
2 2 le X22 ( )
= Xy X3 X' - X?). (2.110)

Weiter ist P; = X2(X1,1) = A(XY, DT und Py = X2(X%, 1) = A( X% )T, mit A; € R.
Sofort folgt dann D(1,2) = AjAx(X' — X?). D(1,2) wird unter Projektion zu d(1,2)

transformiert, mit:

)\1/\2(1}1—1‘2) = d(1,2) (2.111)
— |1(Py, P2]) (2.112)
— AAs(X' — X2)|T]. (2.114)
Dabei wird \; = z}, analog zu vorher definiert. Weiter gilt:
3_ vyl
po_ DL _ PP A(X° X (2.115)
D(32)  [PsPy|  Ao(X?— X?)
A (23 — 2t d(31
_ M@ -2 pspa| _ dB1) _ (2.116)
M=) Ipspsl  d(32)
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2.6 Projektive Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra

Damit gilt insgesamt:

Cr(Py, Py, Ps, Py) = gz ;;E ﬁ; (2.117)
_ AsA (X — XD AN(X - X?) 2.118)
AsAy(X3 — X2)A4A (X4 — XT) '
_ D(31)D(42) _ d(31)d(42)
~ D(32)D(41)  d(32)d(41) (2.119)
= Cr(p1,P2; P3, Pa)- (2.120)

qed

Fiir genauere Informationen sei auf die Literatur ([28]) verwiesen. Da Punkte und Ge-
raden dual zueinander sind, existiert eine aquivalente Formulierung fiir Geraden. Da-
bei sind kollineare Punkte im Dualen Geraden, die sich in einem Punkt schneiden.
Geraden die sich in einem Punkt schneiden werden auch als concurrent zueinander
bezeichnet. Das Doppelverhéltnis fiir Geraden ist also fiir vier Geraden definiert, die
sich in einem Punkt schneiden. Jede Menge von Geraden, die sich in einem Punkt
schneiden, wird Pencil, oder Geradenbiischel genannt. Das Doppelverhéltnis von einem
Geradenbiischel kann in Form von Winkeln zwischen den Geraden formuliert werden:
Cr(U,,U,,Us,Uy) = si{ens)sin(aaa) Ay ch hier gelten die Invarianzeigenschaften bei

sin(ags)sin(ai4)
Transformationen, was hier aber nicht bewiesen werden soll.

Lemma 2.6 Vorausgesetzt sei eine 3-Punktkorrespondenz p; ~ P; zwischen zwet pro-
jektiven Transformationen einer Geraden. Fir Py, Py, P3, X sei
C’r(Pl,Pz,P3,X):C’r(pl,pz,p3,;13):T. s s
Dann gilt: Der korrespondierende Punkl zu X hal die Gestall: @ = =& =)=l @ =)

(2 —z!)—1(z5—=2)

Beweis :
(2® — 2')(z — 2?)
= 2.121
T (2% —2%)(z — 2!) ( )
& T(;L'3 — $2)$ — (:vS — $2)T$1 = (:1;3 — ;L’l)l' — (;1:3 — :101);1:2 (2.122)
& —(J:3 — 51?2)7':5'1 + (;z:3 — :1;1)1’2 = (:1:3 — ;L’l)l’ T(:E3 — $2)$ (2.123)
—(2* —2¥) 12t + (2% — 2')2?
= . 2.124
< (23 —2') — 237 + 2?7 v ( )
qed
Kegelschnitte

Gerade Kreiskegel zeichnen sich durch einen Kreis als Grundflache und eine Spitze iiber
dem Kreismittelpunkt aus. Wenn ein gerader Kreiskegel von einer Ebene geschnitten
wird, dann entsteht auf ihr ein Kegelschnitt. Geht die schneidende Ebene nicht durch
die Spitze, dann ergibt sich eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse in Abhangigkeit davon,

ob die Ebene parallel zu zwei, nur einer, oder keiner Erzeugenden des Kegels verlauft.
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

Definition 2.1 Der folgende quadratisch homogene Ausdruck definiert eine Kegelschnilt-

Kurve in der Fbene:

0=X"CX ,mit C = (2.125)

e @ oo
A CH I ST -

SIEANE -

Ein Kegelschnitt wird also tiber eine symmetrische Matrix C' beschrieben. Diese Matrix
C' wird auch Matriz eines Kegelschnitles genannt. Die Kegelschnitt-Kurve erhélt beim
einsetzen auch folgende Form:

0= XTCX = aX? + bX 1 Xy + eX? +dX1 X5 + Xy X3 + fX2 = 0 Die projektive
Transformation eines Kegelschnittes hat folgende Gestalt: Sei & = TX, X = T .
Dann gilt

0=X"CX = (T7'2)TC(T '2) = &"T-TCT 'z = &Tca mit c = T~'CT. Dabei ist ¢
wieder symmetrisch: ¢! = T-TCTT~' = T-TCT~' = ¢. D.h. unter Projektion wird ein
Kegelschnitt in einen Kegelschnitt transformiert.

Mit S :=T""ist ¢ = STCS. Nach dem Hauptachsentransformationssatz ist ¢ dquivalent
zu einer Diagonalmatrix der Gestalt ¢’ = Diag(A1, Mg, A3). Wegen &7 c’& = 0, also A\j2? +
A3+ X322 = 0 muB ein \; negativ sein. So ergibt sich die Gestalt ¢ = Diag(a?, 3%, —+?).
Mit einer geeigneten Transformation ergibt sich die Gestalt s = Diag(1,1,—1). Damit
erhélt man fiir die 23 = 1-Ebene die Gleichung 2423 = 1 und somit eine Kreisgleichung,.
Jeder Kegelschnitt kann also in einen Kreis transformiert werden.

Fiir Kapitel vier und fiinf ist der absolute Kegelschnitt ., fundamental:

Definition 2.2 Die folgenden Bedingungen definieren den absoluten Kegelschnitt Q. :
Ein Punkt (XY, Z,T)" auf dem absoluten Kegelschnitl erfiilll

T=0, wund X2+ VYi4+2t=0.

Der absolute Kegelschnitt besitzt als zugehorige Matrix C' die Idenditét /. Die Bedingung
T = 0 impliziert, dafl der Punkt im Unendlichen ist, und fir X; = % und Y] = %
ergibt sich die Kreisgleichung X2 4+ Y} = —1, mit dem Radius 7 = \/—1. Der absolute
Kegelschnitt Q. ist also ein Kreis im Unendlichen mit dem Radius ¢ = v/—1. Fiir nihere

Informationen zum absoluten Kegelschnitt wird auf die Literatur ([11, 26, 23]) verwiesen.

2.6.2 Projektive Geometrie in der Geometrischen Algebra

In diesem Abschnitt erfolgt zunachst eine allgemeine Einfithrung in die projektive Geo-
metrie im Rahmen der Geometrischen Algebra. Dabei wird auf das Dualitdtsprinzip
eingegangen und es werden die Operatoren Join und Meet fiir die Algebra der Inzidenz
mit Thren Interpretationen eingefithrt. Dann werden Kegelschnitte im Rahmen der Geo-

metrischen Algebra definiert und das dort geltende Theorem von Pascal erklart. Am
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2.6 Projektive Geometrie im Rahmen der Geometrischen Algebra

SchluB des Abschnitts wird die Modellierung des dreidimensionalen projektiven Raumes
mittels der geometrischen Algebra Gy 3 vorgestellt. Die folgenden Betrachtungen basie-
ren auf [20, 18].

Einleitung
Zum besseren Verstandnis werden kurz einige Axiome der Geometrischen Algebra wie-
derholt. Vorausgesetzt sei V,,, ein n-dimensionaler Vektorraum mit Vektoren a,b,c € V,,.

Das nichtkommutative geometrische Produkt ab erfiille folgende Axiome:
1. a(be) = (ab)c (Assoziativitit)
2. a(b+ ¢) = ab + be (Distributivitat von links)
3. (b+ c¢)a = ba + ca (Distributivitat von rechts)
4. aX = da (Kommutativitat mit Skalar)
5. a* = t]al* (Kontraktion)

Es ist zu beachten, dafl diesmal keine degenerierten Basisvektoren zugelassen werden,
die zu 0 quadrieren. Weiter ist ab = (ab + ba) + (ab—ba) =a-b+a A b.

Das duflere Produkt von ay, ..., a, kann als der k-Vektoranteil des geometrischen Produk-
tes beschrieben werden: (@1@as, ..., ar)y = ai NazNasA...\ag. Allgemein konnen Multi-
vektoren iiber eine Linearkombination der k-Vektoren beschrieben werden: Y 7_ (M ).
Es gilt weiter: A> = (A?) und das Pseudoskalar I der Geometrischen Algebra G, = G, ,
erfiillt IT = (—1)?|I*, wobei p Basisvektoren zu 1 und ¢ Basisvektoren zu —1 quadrieren.
Die GroBe eines Pseudoskalars von P = ol relativ zu I wird Bracket von P genannt
und mit [P] = PI™" = a beschrieben. Dadurch folgt [I] = IT™" = 1. Weiter wird
[@a1as...ap) =[as Aaz A ... ANay) = (a1 Aaz A...Aay,)I™" definiert.

Lemma 2.7 Fir Vektoren aias...a, ecines n-dimensionalen Vektorraums entspricht

[@a1as...a;,| dem Wert der Determinante der durch (@a1@s...ay) beschriebenen Matriz.

Beweis: Es wird die Leibnitzsche Determinantenformel verwendet:

[@a1as...ay) (2.126)
= (ajas..ay),I™! (2.127)
= <(61110'1 —|— a2102 .. .anlan)(algal + a9909 .. .angan) e (alnal + agnd9 .. .annan)>nI_1
(2.128)
= Z SgN(T) @1 r(1) - - - Cpr(n) (2.129)
TES(n)
= det(ay...an). (2.130)
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

Dabei ist S(n) die Menge aller Permutationen von (1,...,n). qed
Fiir die Multivektoren A und B von Stufe r und s gilt:

AANB = (AB),;,=(-1)*BAA  und (2.131)
A-B = (AB),_,=(-1)"""B-A (s>r). (2.132)

Daraus folgt, daB fiir einen Vektor @ und Multivektor B gilt:
a-B = (aB),_, = (—1)*"YB-a,aAB = (aB),;; = (~1))BAaund aB = a-B+a/\B.

Dualitat
Das Dual A eines r-Blades A beziiglich I wird durch

A=AT"'"=A.- T =(-1y 1A (2.133)

definiert. Das Dual eines r-Blades ist also ein (n — r)-Blade. Weiter gilt fiir ein r-Blade
A und ein s-Blade B:

A-(BI) = (AAB)I = (-1)"""(AI)-B (2.134)
(ANB) = A-B=(-1)°"94.B (2.135)
A-B = (AB)=[AAB]=[AB]. (2.136)

Diese Regeln lassen sich leicht mit den Formeln (2.131) und (2.132) verifizieren.

Das Kommutatorprodukt
Das Kommutatorprodukt der Multivektoren M, N wird iiber das geometrische Produkt
definiert:

1
M&N := (MN-NM)=-N@&M. (2.137)

Lemma 2.8 Fir Multivektoren L, M und N gilt:
L®(MN)=(LeM)N+M(L®N)

Beweis
(Lo M)N+M(LoN) = %(LM—ML)N+M(%(LN—NL)) (2.138)
= J(LMN - MLN + MIN - MNL) (213
— L®(MN). (2.140)
qed

Analog zeigt man nach ([20]) die Jacobiidenditit:

Loe(M@N)=(LeM)® N+ M @ (L® N). (2.141)
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Fiir jeden Vektor a gilt: @ @ B = a A B, falls B ein Blade ungeraden Grades ist und
a® B = a- B, falls B ein Blade geraden Grades ist. Damit kann man fir A =a A b =
a ® b und ein beliebiges Blade B vom Grad > 2 die Beschreibung der Jacobiidenditét
auf folgende Weise finden:

a®B = (aNb)oB=a-(bAB)—-b-(aNB) (2.142)
= bA(a-B)—aA(b-B). (2.143)

Hier miissen Formel (2.131), (2.132) und Lemma (2.8) angewendet werden. Der explizite
Beweis erfolgt hier nicht, die wesentlichen Schritte sind der Literatur [20] zu entnehmen.
Fir drei Bivektoren kann weiter gezeigt werden:

(A®B)-C =(ABC)=(CAB)=(C® A)- B. Wenn man C = ¢ A ¢’ setzt, erhilt

man den Ausdruck
(ABC)=(AB(cNhc")=(ANc)- (BAN)—(ANC)-(BAe). (2.144)

Diese Zusammenhange werden spater in den Berechnungen zur projektiven Geometrie

verwendet.

Algebra der Inzidenz

In der Algebra der Inzidenz werden in einem Vektorraum Operationen wie Vereinigung,
Schnitt oder Komplement ahnlich wie in einer Boolschen Algebra zur Verfiigung gestellt
[37]. Zu jedem r-dimensionalen Unterraum V, C V,, existiert ein r-Blade A = (A),, so
daB V, die Menge der Losungen von & A A = 0ist. D.h. V, = {& € V,,J&# A A = 0}. Dabei
ist A bis auf einen Skalierungsfaktor eindeutig. Also generiert V, eine Geometrische
Algebra Gy, mit A als Pseudoskalar. Fiir gegebene Blades A, B existiert ein Blade C
mit A=BC =BAC.

Das Join von zwei Blades A und B wird durch J = A A B definiert.

Fiir Blades A, B mit gemeinsamen Faktor wird das Meet AV B formal nach deMorgan
definiert: M = (AV B)~ = A A B. Das Meet ist also das Dual des Joins. So erhilt man
folgende Berechnung fiir A V B:

AVB=(AAB)I=A-B=(-1)°"%A.B. (2.145)
Lemma 2.9 Seien A, B und C drei Blades. Dann gilt:
AVBVC=(ANBAO)I.
Beweis
AVBVC = ((AAB)IVC) = ((AANB)~INC) = (AAB)ITT'AC)I = (AANBAC)I.
qed
Fir den Fall, dafl r = s =n — 1 sind A, B Vektoren und es gilt : ANB=A@B.

Projektive Interpretation von Blades

Voraussetzung sei die Standardinterpretation von Punkten im projektiven Raum P,_;
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

durch Strahlen in V;, (siehe Abbildung 3). Jeder Strahl geniigt der Gleichung & A p = 0,
wobei & € V,, und p € V,, ein Vektor ungleich Null sei. Vektoren p und q werden als

identische projektive Punkte in P,_; bezeichnet, falls p A ¢ = 0 also pg = p - q ist.

Jede projektive Gerade in P,_; ist die zweidimensionale Vektorlosung der Gleichung

x AN A = 0 mit einem 2-Blade A. D.h. jeder 2-Blade entspricht einer projektiven Gera-
den. Zwei Blades A, B sind identische Geraden, falls A A B = 0. Weiter reprasentieren
3-Blades projektive Ebenen und (n — 1)-Blades Hyperebenen.

Relationen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen kénnen durch verschiedene Produk-

te in der Geometrischen Algebra ausgedriickt werden:

30

1. Die Punkte @ € V,, und b € V,, legen mit @ A b eine eindeutige Gerade fest.

2. Der Punkt p liegt auf A genau dann, wenn p A A = 0 ist. Der Join von A mit p

ist pvV A=np.

. Zwei Geraden A und B schneiden sich, falls A A B = 0 ist, und der Schnittpunkt

ist fir J=AAB, A=aAa' und B =bAb" gegeben durch

p = (AVB)=A'B (2.146)
= (A-b)b — (A-b')b=[aa'b]t’ — [aa'b']b. (2.147)

Dabei ist letztere Gleichung interessant, die mit den folgenden Gleichungen verifi-

ziert werden kann:

[aa’blb’ = [aAa’ Abb =[AAbb =(AAD)IT'Y (2.148)
= (A-b)b =(A-b)b. (2.149)
Dabei wird in den letzten beiden Schritten Formel (2.135) ausgenutzt. Auf diese

Weise kann man den Schnitt zweier Geraden tiber Brackets und damit iiber die

Determinante beschreiben.

. Drei Geraden sind concurrent genau dann, wenn sie sich in einem Punkt schneiden.

Die Bedingung fiir die Concurrenz zweier Geraden A, B zu einer Gerade C' lautet

(AV B)AC = 0. In P, ist dies dquivalent zu (ABC) = 0.

. Das auflere Produkt von drei nicht kollinearen Punkten a, b, ¢ beschreibt eine

Ebene: J = a A b A c. Diese Punkte sind die Schnittpunkte dreier koplanarer
Geraden: A = bAc = AJ, B =cAa = BJ, C=alAb= é’J, mit A =
AJ ! = al/)\/l\)(/:\c’ B = BJ !, C=cCcJ! jeweils dem Dual zu den drei Punkten
in der Ebene. Der Schnitt der Geraden A, B, C wird wie folgt ausgedriickt:

a=CVB=(CANB)J,b=AVCudC=BVA

6. Der Schnitt zweier Ebenen liefert analog eine Schnittgerade.
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Lemma 2.10 In P, gelten fir a,b,c, und A, B,C wie oben (Punkt 5), folgende Fi-
genschaften:

l.a-B=a-C=b-A=b-C=c-B=0
2 a-A=b-B=c-C=1.
Beweis:
Zu 1:
~ cha (ca),J 1
1 1 5 1
= F(<aca.]>0) = F((—a cJ)y) = FO =0. (2.151)

Da a? = X ein Skalar ist, liefert a’cJ ein 2—Blade. Der Skalaranteil eines 2—Blades ist
stets Null.

Zu 2:
a-A = a- (%) = %(a - ((be L 1)) = %((ach)o) (2.152)
(abce);
1 [P
= F(<<abc>3J>o) = F(J )=1. (2.153)
qed

Ahnlich kann man auch folgende Aussagen zeigen:
1. (CBA)=(aNbAec)>=J"
2. CABNA=J7".

Kegelschnitte in der Geometrischen Algebra

Eine Menge von Geraden in einer Ebene, die sich in einem Punkt schneiden, wird Ge-
radenbiischel (Pencil) genannt. Zwei Geraden A, B geniigen, um ein Geradenbiischel
eindeutig zu beschreiben. Die Menge wird dann durch A + AB fiir A € (—oo, +oo) be-
schrieben. Zwei Geradenbiischel X = A + AB und X’ = A’ + uB’ werden in einen
projektiven Zusammenhang gebracht, indem sie in eine 1— zu 1—Korrespondenz an-
geordnet werden. Im folgenden gelte, daB X zu X' korrespondent sei, gdw. A = pu.
In diesem Fall ist die Menge der Schnittpunkte von korrespondierenden Geraden ein

Kegelschnitt. Fiir L = A+ AB, L' = A’ + AB’, die sich in @ schneiden, gilt:

AL = zNA+X e ANB=0 (2.154)
eANL = xNA"+) xANB' =0. (2.155)
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Dies liefert jeweils A = —% bzw. A = —iigj, und kreuzweise eingesetzt ergibt sich
xNA
= A+ xANB= A— B(—— 2.1
0 T ANA+ e A x A z A (;13/\B') (2.156)
&0 = (xNA) (e ANB')—(xANB)(xzNA"), (2.157)
und analog
0=(xNA")zAB)—(xNA)(xAB). (2.158)

Elimination von A liefert also eine Gleichung zweiter Ordnung in . Eine Parameterglei-

chung fiir einen Kegelschnitt ist gegeben durch:
z=(A+AB)V(A'"+)\B')= AV A + XAV B + BV A')+ BV B’ (2.159)
Sei

A = aAb, B=aAb, (2.160)
A" = a' Ab, B' =a' Nb, (2.161)

sodaB AVA'"=b, BV B =b'. Setzed = AV B' + BV A’. Die Parametergleichung

bekommt dann die Form

z = b+ Ad+ N (2.162)
sz = AVA'+ANAVB +BVA')+)NBVHB. (2.163)

Nach Formel (2.158) folgt mit (2.160) und (2.161) weiter, daB a, a’, b, b’ auf einem
Kegelschnitt liegen. Fiir einen beliebigen Punkt p gilt fiir ein p # 0:

(pANApAB)—(pANA)pAB') = 0& (2.164)
(pAha' ANb)(pAhaANb)—(pAhaAb)(prha' ANY) = 0& (2.165)
[pabl[pa’t’] = pu[pab’][pa’d]. (2.166)

D.h. fiir einen weiteren Punkt ¢’ auf dem Kegelschnitt gilt

_[c'ab][c'a’b’]

H= (aabidab) (2.167)

Damit kann ein Kegelschnitt durch fiinf Punkte eindeutig definiert werden und weiter

liegt ein Punkt ¢ auf dem Kegelschnitt gdw.
[abc][ab'c’]|[a’bc][a’'b'c] — [a'b c'][ab c][a’be][abe’] = 0. (2.168)

Fir Kegelschnitte gilt insbesondere auch das folgende Theorem:
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Abbildung 5: Skizze zum Theorem von Pascal. Die a; liegen auf einer Geraden.

Das Theorem von Pascal

(@' Ab)V (e AN (B Ae)V (a Aa)A((ahe)V (b Ab))=0.  (2.169)

(8 5] (85} (8 %:3

Das Theorem besagt, dafl die «;, die entsprechenden Schnittpunkte von Geraden, die
durch die Punkte auf dem Kegelschnitt beschrieben werden, selbst auf einer Geraden

liegen. Abbildung 5 verdeutlicht die Geometrie.

Représentation des projektiven Raumes P iiber Gy 3

Wie in Abschnitt 2.4.1 erwahnt, kann der projektive Raum iiber (3¢ représentiert
werden. Man kann den vierten Basisvektor als die gewdhlte Richtung oder den projektiven
split ([28, 5]) interpretieren. Analog zur vorher erarbeiteten Theorie gilt (A V B)~ =
A A B. Die Objekte des 3D-Raumes werden dabei wie gehabt modelliert:

1. Eine Gerade ist das aufere Produkt von zwei Punkten: L1, = @1 A @.
2. @ € le erfullt: le ANz =0.

3. Eine Ebene ist das auflere Produkt von drei nicht collinearen Punkten: ®,53 =

2131/\2132/\2133.

4. Der Schnitt einer Geraden A = @3 A @2 mit einer Ebene ®193 = y; A y2 A y3 ist
gegeben durch A V ®53, und es ergibt sich:

AV Qa3 = [@122Y2Ys]Y1 + [T122Y5Y1]Y2 + [T122Y1Y2]ys.  (2.170)
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2 Finfiihrung in die Geometrische Algebra

5. Der Schnitt von zwei Ebenen &, = @1 A @3 A @3, &3 = y1 A y2 A y3 liefert eine
Gerade:

QNP = [@ix22sy1](Y2 A Ys) + [R12223Y2](Ys A Y1) + [®12223Y3] (Y1 A Y2).

6. Der Schnitt von zwei Geraden A = @1 Axy, B = y; Ay, existiert, falls AANB =0
und ist gegeben durch

AV B = [zi12:1]Y2 — [T122Y2]|Y1. (2.171)

Diese Eigenschaften sind aus der erarbeiteten Theorie schnell ersichtlich.
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3 Das dreidimensionale Modell des Auges

In diesem Kapitel erfolgt zunachst eine Einfithrung in die Anatomie des Auges. Dann
erfolgt die Abstraktion und Modellierung der Augenbewegungen, wobei eine schnelle
Augenbewegung auch Sakkade genannt wird. Der Leser, der nur an den Verfahren zur
Selbstkalibrierung und den Formulierungen in der Geometrischen Algebra interessiert
ist, kann dieses Kapitel {iberspringen.

Im ersten Abschnitt erfolgt eine Einfithrung in die Anatomie des Auges. Im zweiten
Abschnitt wird auf das Gesetz von Listing eingegangen und dieses im Rahmen der
Geometrischen Algebra untersucht. Das Gesetz von Listing macht Aussagen iiber die
Menge der Rotationsvektoren, die im menschlichen visuellen System eine Sakkade von
einer Blickrichtung in eine beliebige andere Blickrichtung beschreiben. Diese Menge von
Rotationsvektoren liegt in der Nahe einer Ebene, deren Lage von der Blickrichtung
abhdngt. Die in Experimenten entdeckte GesetzméaBigkeit wurde von D. Hestenes ([19])
auf ein mathematisches Modell tibertragen. Im Rahmen der Untersuchung dieses Modells
wird eine explizite Funktion fiir die Lage der Ebene, in der sich die Rotationsvektoren
befinden, angegeben. Bei der Untersuchung dieses Modells werden weiter neben Ro-
tationen auch Translationen zugelassen. Dies kann unter geeigneten Voraussetzungen
zur Einschitzung der externen Kameraparameter eines Binokularkopfes oder zur Sak-
kadenschitzung verwendet werden. Eine vollstandige Ubertragung des mathematischen
Modells auf das anatomische Modell ist nur schwer méglich, da sich die Rotationsachsen
beim menschlichen Auge wahrend Rotationen translatorisch verschieben. Dies hat zur
Folge, dafB} eine gekriimmte Flache als Menge von Rotationsvektoren vorliegt. Dies mo-
tiviert die Vorstellung eines Modells zur Diskretisierung einer gekriimmten Fléche tiber
Ebenensegmente, die iiber die Algebra der Motoren beschrieben werden. Zur Verdeut-
lichung der in den vorherigen Abschnitten berechneten Eigenschaften wurden am Ende
des dritten Abschnitts Simulationen in MAPLE durchgefiihrt.

3.1 Anatomie des Auges

Es erfolgt eine kurze Einfiihrung in die Anatomie des Auges, die sich auf die fiir die-
se Arbeit relevanten Inhalte beschriankt. Dazu gehort eine Beschreibung des Augapfels
und die Darstellung der Muskeln, die an der Augenrotation beteiligt sind. Fiir ndhere

Informationen wird auf die Literatur ([30, 31, 13, 27]) verwiesen.

3.1.1 Der Augapfel
Die Abbildung 6 verdeutlicht den Aufbau des Augapfels. Der Augapfel (Bulbus oculi)

ist in etwa kugelformig und besitzt vorne eine lichtdurchlassige Hornhaut (Cornea), die
einen groferen Kriitmmungsindex aufweist. Dahinter befindet sich die Iris, die durch Mus-

kelkontraktion den Lichteinflufl verandern kann und, wie bei einer Kamera, die Funktion
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Cornea

vordere Augenkammer
hintere Augenkammer

Linse
Glaskorper

Bulbusachse Sehachse

Papilla optica Fovea retinae
= = Fo

N. opticus

Abbildung 6: Anatomie des Augapfels.

einer Blende hat. Die dahinterliegende Linse biindelt das Licht. Das gebiindelte Licht
gelangt durch den lichtdurchlassigen Glaskorper zur Retina. Der Ort des schéarfsten Se-
hens wird fovea retinae genannt. Die Wand des Augapfels besitzt mehrere Schichten.
Die innerste wird auch Retina oder Netzhaut genannt. Hier befinden sich die Rezepto-
ren zur Lichtaufnahme, in denen einfallendes Licht in elektrische Impulse umgewandelt
wird. Die Linse ist an sogenannten Zonulafasern aufgehéngt, die mit dem Cilearmuskel
verbunden sind. Kontraktion des Muskels fithrt zu einer Abflachung der Linse, so daf}
parallel einfallendes Licht zur Fovea retinae gebiindelt wird. Dies ist zum scharfen Se-
hen von Objekten in der Ferne nétig. Dilatation (Entspannung) des Muskels fithrt zu
einer starkeren Brechung des Lichts, so dafl Objekte in der Nahe scharf gesehen werden
kénnen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von Nah- und Fernakkomodation.
Das Auge selbst wird durch die Augenachse (Awzis bulbi) geteilt. Seitlich davon verlafit
der Sehnerv (Nervus opticus) den Bulbus.

3.1.2 Die auBeren Augenmuskeln

Die dufleren Augenmuskeln (vier gerade, zwei schrage) liegen im Fettkorper der Au-
genhohle (Orbita) und dienen der Bewegung des Augapfels (Bulbus oculi). Die vier
geraden Augenmuskeln (M. rectus lateralis, medialis, superior, inferior) haben in un-
terschiedlicher Entfernung vom Hornhautrand ihren Ansatz und verlaufen nach hinten
(dorsal). Die schragen Augenmuskeln ( M. obliquus inferior, superior) setzen hinter den
Ansétzen der geraden Augenmuskeln an, verlaufen zunachst nach vorne durch einen
knorpeligen Halbring, um dann nach hinten gefithrt zu werden. Abbildung 7 verdeut-
licht die Muskelansédtze des Auges. In Abbildung 7 r. geben die Pfeile die Richtung
sowie durch ihre Lange die Kraft an, mit der ein einzelner Muskel den Bulbus bewegt.
Alle sechs Muskeln haben eine rotierende aber auch leicht translatorische Wirkung auf

den Bulbus. Das Auge kann vertikal, horizontal und torsional rotiert werden. Dabei
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j M. obliquus superior

M. rectus superior

M. rectus lateralis

M. obliquus inferior

L

M. obliquus sup. M. rectus sup.

M. rectus lat.
M. rectus med.

M. obliquusinf.

M. rectus sup.

M. rectus lat.

\ “3 M. rectusinf. M. obliquus sup.
Oraserrata Il

Abbildung 7: (o.) Lage der dufleren Augenmuskeln. (1.)Ansatz der duBeren Augenmus-

M. rectus med.

M. rectusinf.

keln am Augapfel. (r.) Wirkung der duBeren Augenmuskeln.

ist nie ein Muskel isoliert téatig; jede Augenbewegung erfolgt durch Kontraktion mehre-
rer Augenmuskeln, bei gleichzeitig reziproker FErschlaffung der gegenspielenden Muskeln
(Antagonisten). Der Augapfel ist wie in einer kugeligen und mit einer Fettschicht verse-
henen Gelenkpfanne gelagert. Durch das Fettpolster und die Lage der Muskeln kommt

es bei Muskelkontraktionen zu kleineren Verschiebungen des Rotationszentrums.

3.2 Abstraktion und Modellierung von Augenbewegungen

Um eine dreidimensionale Position zu beschreiben, gibt es zwei verschiedene Arten von
Koordinatensystemen: Das am Kopf fixierte Koordinatensystem, auch Kopfkoordinaten-
system genannt, und das an den Augen fixierte Koordinatensystem, auch Augenkoordi-
natensystem genannt. Das erste dient der Beschreibung relativ zu den Kopfkoordinaten,
das zweite der Beschreibung relativ zu den Augenkoordinaten. Die beiden Koordinaten-
systeme werden analog zum Abschnitt 2.3.1 beschrieben. {hy, ha, hs} sei die Basis fiir

das Kopfkoordinatensystem und {ey, es, es} die Basis fiir das Augenkoordinatensystem.
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3 Das dreidimensionale Modell des Auges

Weiter stimme {ey, es, e3} anfangs mit {hy, ha, hs} iiberein. Bei einer Rotation dreht
sich das Augenkoordinatensystem mit, das Kopfkoordinatensystem bleibt fest. In der
Literatur wird eine Rotation im Kopfkoordinatensystem aktive und im Augenkoordi-
natensystem passive Rotation genannt. Abbildung 8 verdeutlicht die Ausgangssituation

und die Veranderungen der Koordinatensysteme bei Rotationen. Die Muskeln sind dazu

ey K

Passive Rotation

.

Aktive Rotation

Abbildung 8: Bei einer Rotation bleibt das Kopfkoordinatensystem starr, das Augenko-

ordinatensystem bewegt sich mit.

in der Lage, das Auge entlang aller drei Achsen zu rotieren, insbesondere auch torsio-
nal. Es werden aber nicht alle theoretisch moglichen Rotationen des menschlichen Auges
tatsachlich durchgefiithrt. Durch Versuche hat man eine GesetzmaBigkeit festgestellt, die
im folgenden Abschnitt vorgestellt wird.

3.2.1 Das Gesetz von Listing

Zu dem Gesetz von Listing gibt es mehrere (d4quivalente) Formulierungen, die hier im

folgenden kurz vorgestellt werden:

1. Alle Rotationsvektoren?, die eine dreidimensionale Augenbewegung charakterisie-
ren, liegen nahe einer Ebene. Dabei gibt es eine eindeutige Blickrichtung, im fol-

genden Startposition genannt, bei der die Ebene senkrecht zur Blickrichtung ist

([171).

2. Die Torsion (Rollstellung) eines Auges ist jeweils so, als wire es auf dem kiirzesten
Weg (entlang einer Geodite) von der Startposition in die gegenwéartige Position
gedreht worden. Dies gilt auch fiir den Fall, daf} eine Drehung nicht von der Start-
position ausgeht. 3 ([24])

2Ein Rotationsvektor ist ein dreidimensionaler Vektor, der durch seine Lage die Rotationsachse be-
schreibt und dessen Lange proportional zum Rotationswinkel ist. Eine in Anlehnung an die Quater-
nionen iibliche Kodierung von Rotationsvektoren ist Abschnitt 2.1, Formel (2.12) zu entnehmen.

3Sei ¥g die Achse der Startposition und ¥y die Zielachse, so ist der kiirzeste Weg die Drehung um eine
Achse d senkrecht zu beiden Vektoren. Die Rotation wird also durch eine Geodite beschrieben.
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3.2 Abstraktion und Modellierung von Augenbewegungen

3. Die Torsion einer beliebigen Augenposition ist stets die selbe wie bei einer Rotation
von der Startposition in diese Augenposition, mit einer Rotationsachse aus einer

festen Ebene senkrecht zu dieser Startposition. ([6])
Damit ergibt sich folgende Konsequenz: Die Sakkade von einer Blickrichtung, die nicht

mit der Startposition iibereinstimmt, wird nicht durch eine Geodéate beschrieben.

In Versuchen ([17, 32]) wurde festgestellt, dafi diese Menge von Rotationsvektoren beim
Menschen eine leichte Kriimmung aufweist und keine exakte Ebene ist. Dies hangt vor
allem damit zusammen, daf} sich die Rotationsachsen im menschlichen System bei einer
Rotation translativ &ndern. So hat zum Beispiel eine Kontraktion des M. rectus lateralis
(s. Abbildung 7 o0.) nicht nur eine rotierende Wirkung auf den Bulbus, gleichzeitig wird
der Bulbus translativ nach hinten gezogen ([32, 17, 35, 24]).

In der Robotik 1a8t sich das Gesetz von Listing anschaulich iibertragen: Ausgegangen
wird von einer Kamera mit einer Vergenz-Einheit fiir horizontale Rotationen und einer
Tilt-Einheit fiir vertikale Rotationen. Die Kamera sei senkrecht zu den beiden Bewe-
gungseinheiten angebracht und befindet sich damit in ihrer Startposition. Die Menge
der Rotationsvektoren, um von dieser Blickrichtung zu einer beliebigen anderen zu ge-
langen. ist deshalb senkrecht zur Blickrichtung. Weiter kommen keine torsionalen Rota-
tionen vor, so dafl die Torsion einer beliebigen Kameraposition stets die selbe ist, wie
bei einer Rotation von der Startposition in diese Blickrichtung. Also ist die Konstanz
der Torsion einer bestimmten Blickrichtung erzwungen. Im menschlichen visuellen Sy-
stem ist das Gesetz von Listing ein Ergebnis neuronaler Kontrolle, das nicht immer
gelten muB, wie Untersuchungen an schlafenden Patienten zeigen ([6]). Es gibt mehrere
Erklarungsversuche fiir die Redundanz der Freiheitsgrade im menschlichen visuellen Sy-
stem. Eine mogliche Erklarung (Hering 1868) besagt, daf als Konsequenz vom Gesetz
von Listing beim Betrachten einer Geraden diese auf die selbe Menge der Rezeptoren
im Auge fallt, unabhangig von dem Punkt der Geraden, der fixiert wird. ([6]). Eine wei-
tere Eigenschaft, die aus dem Gesetz von Listing folgt, ist dafl Senkrechten im Raum
zu Senkrechten im Bild abgebildet werden (Helmholtz 1867, [6]). Da eine aktuelle Au-
genposition unabhéngig von vorherigen Augenpositionen ist, kann weiter eine gewisse
Stabilitat des Bildeindrucks zugrunde gelegt werden.

Diese GesetzmaéBigkeit soll nun auf ein mathematisches Modell iibertragen werden. Die

Blickrichtung wird dabei stets durch einen Einheitsvektor beschrieben. Im folgenden wird

1

angenommen, daf} in der Startposition | 0 | die Ebene orthogonal zur Blickrichtung
0

ist. Das heiBt zu der Blickrichtung (1,0,0)7 sei Listings Ebene

diese ist senkrecht zur Startposition.

Im biologischen System ist die Menge der Rotationsvektoren einer beliebigen Blickrich-
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3 Das dreidimensionale Modell des Auges

tung wieder in der Néhe einer Ebene. Diese Ebene hat die Eigenschaft, daf} sie sich bei
einer Augenrotation um 2a um « mitdreht ([17, 35, 36]). Die Normale der Ebene liegt
also genau zwischen der Startposition und der Blickrichtung. Diese Ebene wird dann
Verschiebungs Ebene ([32]) genannt. Die Mitrotation der Verschiebungs Ebene um o bei

einer Rotation um 2« kann mathematisch folgendermafien motiviert werden:

Es gelte die Ausgangsstellung: Listings Ebene sei orthogonal zur Blickrichtung. Da die
Blickrichtung anfangs entlang der hq-Achse verlduft, hat die Ebene der Rotationsvekto-
ren, im folgenden dp genannt, folgende Gestalt:

dp = {(O,x,y)T|:c,y € R} (3.2)

Es wird eine Drehung um 2a, um die hs-Achse betrachtet. Fiir eine Drehung um 2a, um

die hy-Achse verlduft die Argumentation analog. Der Rotationsvektor dieser Drehung
0
um 2« ist 0 (siehe Abschnitt 2.3.1 und Formel (2.12)). Dabei erfolgt die
tan(a)
Wahl des Rotationsvektors, nach dem Gesetz von Listing, aus der Ebene senkrecht zur
Blickrichtung. Die um die hs-Achse mit dem Wert « gedrehte Ebene liefert:

cos(a) —sin(a) 0 0 —sin(a)x
sin(a)  cos(a) 0 z | = cos(a)x (3.3)
0 0 1 Yy Yy

Damit ergibt sich die Ebene
dpl = {(—Sin(a)x, COS(O()J}, y)T|$7 y e ]R} (34)

Die Menge der Rotationsvektoren der Blickrichtung wird hier iiber die Hintereinander-

ausfithrung von Rotationsvektoren ermittelt:

0 0 ! —tan(a)x
0 |o|lao |2+ z . (3.5)
tan(a) y L= (tan(a)y) Y+ tan(a)

Es wird der Operator o zur Berechnung der Hintereinanderausfiihrung von Rotations-

vektoren, Gleichung (2.29) aus Abschnitt 2.1, verwendet. Eine Vernachldssigung des
Vorfaktors <(~1)) und die Substitution von z durch (cos(a)z) und y durch (y — tan(a))

<(~2)) verandert die Ebene nicht:

! —tan(a)z " —tan(a)z
T (tantara tan(a)y) T ~ x (3.6)
( y y + tan(«) y + tan(a)
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—zcos(a)tan(a) —sin(a)x
@ zcos(a) = cos(a)x (3.7)
y + tan(a) — tan(«) Yy
Damit ergibt sich die Ebene
de = {(_Sin(a)xa COS(O()LL', y)T|x7 y e ]R} (38)

Ein Vergleich von (3.4) mit (3.8) zeigt, dal wie gefordert eine Ebene vorliegt und diese

um « gedreht wurde.

Diese Eigenschaft wurde erstmals in biologischen Versuchen festgestellt ([17, 32]) und
kann so mathematisch nachvollzogen werden. D. Hestenes entwickelt in [19] ein Modell
zur Beschreibung dieser Eigenschaft in der Geometrischen Algebra.

Eine Sakkade bezeichnet eine schnelle Augenbewegung, ¢, bezeichne die Blickrichtung
vor der Sakkade, die Startposition, die spiater mit dem Vektor (1,0, 0)T beschrieben wird.
Fiir jedes Ziel der Sakkade b wird

S=5Mb)=1+bcs=14+b-c;+ I(bxcy) (3.9)

gesetzt. Hierbei wird Lemma 2.4 und die Gleichung (2.56) aus Abschnitt (2.3.1) ausge-
nutzt. Der Skalaranteil obiger Berechnung wird zunéachst vernachlafligt. Die Sakkade von
cs nach b ist also explizit als algebraische Funktion angegeben. In dieser Formulierung
ist die Menge der Rotationsvektoren senkrecht zur Blickrichtung.

S(b, a) beschreibt eine allgemeine Sakkade von a nach b. Die Sakkade von @ — b wird
in diesem Modell iiber eine Rotation @ — ¢4 — b beschrieben. Das heifit es muf} gelten:

S(b) = S(b,a)S(a). (3.10)

Dies ist die Formulierung des Gesetzes von Listing in der Geometrischen Algebra und
S(b, a) kann explizit berechnet werden. Diese Formel ist auch in der Literatur ([19]) zu

finden, ebenso wie die folgende Umformung:

Sb,a) = S(b)S(a)™’ (3.11)
— S5(b)S(a) (3.12)
= (1 +becs)(1+csa) (3.13)
= (es+b)(es+a)=1+csa+bec,+ba (3.14)
= (I+cs-a+b-cs+b-a)—I((a—b)xecs+axb) (3.15)

Als nachstes wird der Vektoranteil von dem obigen Multivektor beziiglich dem Gesetz

von Listing explizit untersucht.
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1 a
Fiir die Referenzposition ¢ = | 0 | ergibt sich fiir ein festes @ = | ay | und ein
0 as
b
beliebiges b = | by
bs

(a—b)xecs+axb) = (3.16)
ap — bl GQbB - GSbQ

(
1

ay — bg X 0 + Clgbl — albg = (317)
0

as — bs arby — ayby
0 azbs — asb,

as — bs + | asby —aib; = (3.18)
—ay + by arby — azby

Clgbg — agbg
Clg(bl + 1) — (Cll + 1)])3 . (319)
(1 + al)bg — a2(61 + 1)

In Matrixschreibweise 148t sich die Abbildung wie folgt ausdriicken:

b
0 —dads as O bl

Pb)=| as 0 —(a1 +1) a3 52 (3.20)
—ay (a1 +1) 0 —as 13

Da eine 3 x 4-Matrix vorliegt, ist der Rang der Abbildung kleiner oder gleich drei. Weiter

stimmt die erste Spalte mit der vierten Spalte iiberein und die Vektoren in den ersten

drei Spalten sind linear abhéngig, da fiir by = ;”‘351 und by = — 20 oilt :

1+1 a1+1
—dads a9
0 bg + —a] — 1 bg = (321)
aq + 1 0
azasby asazby
ay+1 a1+1 0
0 + agbl = as bl- (322)
—a261 0 —day

Das heifit die Abbildung beschreibt eine Ebene durch den Ursprung und man erhélt
eine Ebenengleichung der Gestalt: E = {171 + Aora| A1, Ay € R}, mit vy, 75 geeigneten
Richtungsvektoren. Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen der Matrix bestéatigen

(i.a.) den Rang zwei der Abbildung :
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0 —dads a9 0
as 0 —(a1 + 1) as — (323)
—day (Cll —|— 1) 0 — a9
as 0 —(a1 —|— 1) as
0 —das a9 0 — (324)
—da (a1 —|— 1) 0 — a9
as 0 —(Cll + 1) as
0 —das ao 0 — (325)
0 (ap+1) =zt g
as 0 —(a1 —|— 1) 0
0 —das a9 0 — (326)
0 0 0 0
1000
0100 (3.27)
0 00O

Damit 1aBt sich fiir dieses Modell sagen, dafl die Menge der Rotationsvektoren, um von
a nach b zu gelangen, nicht nahe einer Ebene liegen, sie sind eine Ebene. Diese Ebene
ist direkt tiber eine lineare Abbildung (Formel 3.20) berechenbar und besitzt, im Ge-
gensatz zu Versuchsergebnissen aus der Biologie, keine Kriitmmung. Zur Verdeutlichung
dieser Eigenschaften wurde eine Simulation in MAPLE geschrieben, die diese Tatsachen

bestatigt. Die Ergebnisse dazu sind dem néchsten Abschnitt zu entnehmen.

3.2.2 Verallgemeinerung des Gesetzes von Listing

Als Verallgemeinerung des Gesetzes von Listing wird im folgenden auch die Verschiebung
der Ebene zugelassen und somit der Ubergang von dem Gesetz von Listing in einem
Augenkoordinatensystem zu dem Gesetz von Listing in einem Weltkoordinatensystem
vollzogen. Eine zusétzliche Translation ¢ fithrt zu einer Verschiebung der Ebene: Bei der
Startposition ¢s = (1,0,0)T, der Listings Ebene dp = {(0,z,y)"|z,y € R} und einer

Rotationsmatrix R erhalt man mit einer zusatzlichen Verschiebung t = (¢4, 15, tg)T
® = {R(0,2,y)" + (t1,12,ta)" |2,y € R}, (3.28)

Es ist offensichtlich, dafl diese nichtlineare Abbildung bei Hintereinanderausfiihrungen
zu Uniibersichtlichkeiten fithrt. Seien ' und R Rotationsmatrizen und ¢, ¢ Translati-

onsvektoren. Dann ergibt sich:

/=R’ +t' =R Re+t)+t' =RRe + Rt + ¢ (3.29)
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3 Das dreidimensionale Modell des Auges

Bei der Betrachtung mehrerer Listings Ebenen, wie zum Beispiel bei einem Binokular-
kopf, wo jede Kamera mit einer eigenen Tilt-Vergenz-Finheit ausgestattet ist, ist die
Einfithrung der Translation ebenfalls wichtig. Fine geeignete Reprasentation dieser Ebe-
nen mit ithren Verschiebungen bietet die Algebra der Motoren aus Abschnitt 2.5. Die
Hintereinanderausfithrung von Rotationen und Translationen 148t sich, iiber geeignete
Motoren T", R', T', R im Vergleich zu Formel (3.29) wesentlich kompakter beschreiben:

P(z") = T'R(P(2'))R'T = (T'R'TR)(P(2))(RTR'T) (3.30)

In der Algebra der Motoren ist sowohl die Translation als auch die Rotation eine lineare
Abbildung.
Im folgenden wird angenommen, daf} die zwei Kameras eines Binokularkopfes parallel

zueinander angeordnet und lediglich verschoben zueinander sind. Weiter seien die Ka-

B (of
virtuelle Listings Ebene virtuelle Listings Ebene

virtuelle Verschiebungs Ebene g B

virtuelle Verschiebungs Ebene

Abbildung 9: Skizze zur Verdeutlichung der Listings Ebenen bei einem Binokularkopf
wahrend einer Sakkade. Da zwischen den Augen lediglich eine Translation
und keine Rotation stattfindet, liegen die Listings Ebenen parallel zuein-
ander. Damit stehen die Verschiebungs Ebenen stets im selben Winkel zu

den Listings Ebenen.

meras in ihrer Startposition, so dafl die Menge der Rotationsvektoren zur Bewegung der
Kameras orthogonal zur Startposition sei. Da die Kameras parallel zueinander angeord-
net sind hat dies zur Folge, daf} die Listings Ebenen der Kameras parallel zueinander
sind. Wenn die linke Kamera eine Sakkade um 2« ausfiihrt rotiert die Ebene um o mit.
Damit stehen die Ebenen der Kameras unabhédngig von der Verschiebung zwischen den
Kameras mit einem Winkel von o zueinander und zwischen den Kameras ist das Gesetz
von Listing anwendbar: Die Rotation zwischen den Kameras ist stets in einer Ebene zu

suchen. Abbildung 9 verdeutlicht dies. Bei der Ermittlung der Rotation zwischen den
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3.2 Abstraktion und Modellierung von Augenbewegungen

Kameras kénnen die Freiheitsgrade der Rotation von einem dreidimensionalen Problem
auf ein zweidimensionales Problem reduziert werden.

Bei einer klassischen Stereokamerakopfanordnung sind beide Kameras auf einer gemein-
samen Till-Einheit befestigt und besitzen jeweils eine eigene Vergenz-Einheit. Diese
spezielle Anordnung der Kameras ist anders als in einem biologischen System, da in ei-
nem biologischen System jedes Auge eine eigene Tilt- Vergenz-Einheit besitzt. Bei einer
klassischen Stereokamerakopfanordnung ist es méglich, die Menge der Rotationsvektoren
zwischen den Kameras um eine weitere Dimension zu reduzieren, da die Rotationen stets
entlang einer Achse, der Vergenz-Achse, ausgefithrt werden. Das Gesetz von Listing ist

nicht anwendbar.

3.2.3 Deformationen der Listings Ebene

In der Literatur ([32]) wurde in Versuchen von Y.Suzuki, D.Straumann, B.J.Hess und
V. Henn festgestellt, dal die Menge der Rotationsvektoren von einer Blickrichtung aus
eine gekriimmte Ebene beschreibt. Dies liegt vor allem an anatomischen Figenschaften
des Auges. Die bisherige Anfangsannahme war, dal wiahrend der Sakkade die Rotati-
onsachsen fest sind. Dies ist bei einem Auge nicht immer der Fall. Eine Kontraktion
eines Muskels hat nicht nur eine Rotation zur Folge, sondern auch eine Translation z.B.
in dorsaler, also riickenwérts gerichteter Richtung. Dies fithrt zu einer Verschiebung der
kompletten Sehachse, wodurch die Kriimmung hervorgerufen werden kann. Diese Ver-
schiebung betréagt bis zu drei Milimeter ([13, 24]). Genauso kann es durch die schrigen
Augenmuskeln (M. obliquus) zu leichten torsionalen Rotationen kommen. Diese leichten
torsionalen Rotationen sind auch Abbildung 7 (r.) zu entnehmen. Bei der Modellierung
der Blickrichtung iiber einen Einheitsvektor macht sich eine torsionale Rotation nicht
bemerkbar, da sie die Blickrichtung nicht dndert. Hier mufl durch entsprechende For-
mulierungen wie in Formel (3.10) und (3.20) die Giiltigkeit des Gesetzes von Listing
erzwungen werden.

Die anatomisch bedingte Kriitmmung der Listings Ebene kann iiber eine diskrete Anzahl
von Ebenensegmenten mit Ebenen aus der Algebra der Motoren, dargestellt werden. Vor-
aussetzung ist, dafl zu einem Abstand p ein Winkel ¢ gegeben ist, der die entsprechende
Kriimmung der Ebene angibt. Da bei kleinem p von einer Ebene ausgegangen wird, wird
in der Algebra der Motoren ebenfalls von einer Ebene ®; = ny + Id; ausgegangen und
das Ebenensegment mit Abstand p zur Normalen der Ebene betrachtet. Abbildung 10
verdeutlicht die Ausgangssituation. Zu einem Abstand p und einem Winkel ¢ wird nun
die Ebene @, gesucht. Dafiir wird auf die Formeln zur Berechnung von schiefwinkligen
ebenen Dreiecken zuriickgegriffen: Bei gegebenen (a, o, 3) wie in Abbildung 11 ergibt

sich:

v = 180 —a—-p (3.31)
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3 Das dreidimensionale Modell des Auges

Abbildung 10: Parameter fiir die Berechnung der Ebene ;.

Abbildung 11: Parameter eines Dreiecks.

_a-sin(f)
b= ) (3.32)

. a-sin(y)
el (3.33)

&, = ny + Idy 1aBt sich nun wie folgt berechnen.

Die Normale ny ergibt sich durch einfache Rotation von m; um ¢:

Die Lange d, 1a8it sich iiber eine Funktion F(dy,p, ) beschreiben, dafiir wird zunéchst
das Dreieck (dy,r1,r2) aus Abbildung 10 betrachtet. In diesem Dreieck sind zwei Winkel
bekannt: § = ¢ und a = 90 — ¢.

Es ergibt sich mit den Formeln (3.31)-(3.33):

a-sin(B)  dy-sin(o)

no= b= sin(a)  sin(90 — ¢) und (3.35)
rg = m (336)
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3.2 Abstraktion und Modellierung von Augenbewegungen

®

Abbildung 12: Parameter zur Fortfithrung der Diskretisierung.

Damit gilt:

dy - sin(o)

sin(900 —g) (3:37)

T=r1—p=

Als néchstes wird das Dreieck (7,75, 75) aus Abbildung 10 betrachtet. Analog zu vorher
ergibt sich mit den Formeln (3.31)-(3.33):
, = 7-5m(90 — ¢) und (3.38)
T = 7-sin(d). (3.39)
Also ist

_ d; iy dy - sin(o)
s1n(90 — @) 51n(90 — @)

d2:7”2—72

—p)-sin(¢) =: F(dy, p,d). (3.40)
Die Ebene @, besitzt in der Algebra der Motoren folgende Darstellung:
q)g = n, + Id2 = R(bnlﬁ(b + IF(dl,p, Qb) (341)

Fiir ein weiteres Ebenensegment 148t sich dieses weiter fortfithren, wie Abbildung 12
verdeutlicht.

Dafiir mufl p), durch das durch (pq, p, + 75, $1) gegebene Dreieck berechnet werden. Es
ergibt sich:

Py = N R T = _ P 751n(90 — ¢1) (3.42)

sin(90 — ¢1)  * T sin(90 — ¢éy)
P2 dysin(¢r)

= (90 — 1) — (sz'n(90 o) — p1)sin(90 — ¢1). (3.43)
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3 Das dreidimensionale Modell des Auges

Nun liegt mit dy, na, ph, @2 eine dhnliche Ausgangssituation wie vorher vor. Also ergibt
sich:

q)g = njg + Idg = R¢2n212N¢2 + IF(dQ,pIQ, qbg) (344)

Damit lassen sich die Ebenen iterieren:

p < pr— (I)l = ny+ Idl (345)
pPL<p<pr+p— ®, = R¢1n1RN¢1 + IF(dl,p,qbl) (346)
prtp<p<pitprtps— & = RynaRy +1F(ds,py, ¢2) (3.47)

n nt1
Sopi<p< D pi—®upn = RymuRy +1F(dypl,,¢.).  (3.48)
i=1 i=1
Auf diese Art 1at sich eine bei einer Blickrichtung vorliegende gekriimmte Listings
Ebene tiber Ebenensegmente in der Algebra der Motoren diskretisieren. Abbildung 13
verdeutlicht das Zusammensetzen der gekriimmten Flache aus einzelnen Ebenensegmen-
ten. Dabei kann auch die Position der gekriimmten Ebene variiert werden.
Ein Vorteil der Diskretisierung einer gekriimmten Flache iiber Ebenensegmente aus der
Algebra der Motoren besteht darin, dafl Transformationen wie Rotation oder Translation
der gekriimmten Flache leicht iiber die Transformationen der Ebenensegmente beschrie-

ben weden kénnen. Es wurde eine Simulation von G;OJ in MAPLE programmiert. Dazu

Abbildung 13: Diskretisierung der gekriimmten Flache.

gehort auch ein Modul zur graphischen Darstellung von Ebenen in G;OJ. Dieses Modul

wird nun anhand der Formeln zur Diskretisierung einer gekriimmten Fléache fiir ein Bei-

1

spiel verwendet. Es wird von der Ebene &, = | 0 | + 41 ausgegangen. Mit p = 1 und
0
0 0

¢1 = 17°, ¢ = 13°, den Rotationsachsen ny = | 1 | und ny = | 0 | ergeben sich die
0 1
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3.3 Veranschaulichung des Gesetzes von Listing

folgenden Ebenen:

0.95630 0.95630
o, = 0 FA411759I, By = 0 4117591, (3.49)
0.29237 —0.29237
0.97437 0.97437
O, = | —022495 | +4.122431, 5= | 022495 | +4.122431.  (3.50)
0 0

Die graphische Darstellung der Ebenen ist Abbildung 14 zu entnehmen.

Abbildung 14: Diskretisierung einer gekriimmten Flache tiber Ebenen.

3.3 Veranschaulichung des Gesetzes von Listing

Zur Verdeutlichung der im vorherigen Abschnitt berechneten Eigenschaften wurden Si-
mulationen in MAPLE durchgefiithrt. Nach Gleichung (3.20) kann man fiir ein beliebiges
a als Ausgangsblickrichtung und ein variables b eine Punktwolke berechnen und gra-
phisch darstellen. Abbildung 15 zeigt die Ebene bei der Startposition @ = (1,0,0)7. Die
Ebene ist senkrecht zur Blickrichtung. In Abbildung 16 wurde die Blickrichtung um 64°
rotiert. Die Ebene dreht sich um die Hélfte mit. Die Blickrichung ist durch die durchge-
zogene (Gerade (durch Punkte angedeutet) gekennzeichnet. Die Ausgangsrichtung ist die
von der Ebene ausgehende Gerade. Die eingezeichnete Normale der Ebene, die Punkte
senkrecht zur Ebene, zeigt, daf} sich die Ebene um die Hélfte mitdreht. In Abbildung
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3 Das dreidimensionale Modell des Auges

Listings Ebene

Startposition = aktuelle Blickrichtung

Abbildung 15: Darstellung der Listings Ebene: Die Ebene ist senkrecht zur Blickrich-
tung.

Startposition
—_—
Verschiebungs Ebene

aktuelle Blickrichtung

Abbildung 16: Darstellung der Verschiebungs Ebene bei 64 Grad Rotation des Auges.

17 wurde eine 90° Rotation des Vektors durchgefiihrt. Die Normale der Ebene bestétigt
wieder, daf} sich die Ebene um die Hélfte dreht.

Als néchstes wird neben Formel (3.20) auch ein Translationsvektor zugelassen. Eine Si-
mulation in MAPLE zeigt das Verhalten der Verschiebungs Ebenen bei Bewegungen des
betrachteten Objekts, bzw. bei Bewegungen des Betrachters. In Abbildung 18 werden
lediglich die Ebenen bei der Fixierung eines Objekts gezeigt. In Abbildung 19 bewegt
sich der Betrachter auf das Objekt zu. Die Ebenen #ndern sich bei einer Anderung
des Blickwinkels. In Abbildung 20 wird eine Objektverfolgung dargestellt. Auch dabei
andern sich die Ebenen bei einer Anderung des Blickwinkels. Abbildung 21 stellt einen
komplexeren Bewegungsablauf dar. Ein Objekt wird zunachst verfolgt, dann geht der
Betrachter darauf zu.

In einem spéteren Experiment zur Kalibrierung der internen Kameraparameter (Kapi-
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3.3 Veranschaulichung des Gesetzes von Listing

Abbildung 18: Ebenen eines Binokularkopfes.

tel 5) wird eine Szene mit zwei Hausern aufgenommen (Abbildung 32). Rotationen des
Roboterrumpfes wurden nicht durchgefithrt. Die Ebenen und das Szenario der Bildfolge
werden in Abbildung 22 dargestellt. Es folgt eine Zusammenfassung der Ergebnisse:

o Die Menge der Rotationsvektoren, um von @ nach b zu gelangen, liegen in dem ver-
wendeten mathematischen Modell zum Gesetz von Listing nicht nahe einer Ebene,
sie sind eine Ebene. Die Verschiebungs Ebene ist direkt als lineare Abbildung aus

einem gegebenem Einheitsvektor (Blickrichtung) berechenbar.

e Die Diskretisierung einer gekriimmten Fléche iiber eine endliche Anzahl von Ebe-
nensegmenten erméglicht eine Riickkopplung vom mathematischen Modell des Au-
ges zum biologischen Modell und zu gemessenen Werten. Die Représentation der
gekrimmten Flache iiber eine Menge von Ebenen in der Algebra der Motoren

ermoglicht eine einfache Beschreibung von Rotationen und Translationen dieser
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3 Das dreidimensionale Modell des Auges

Abbildung

Abbildung 20: Eine Sakkade eines Binokularkopfes bei einer Objektverfolgung 1—2—3.

\ W
KW
| ( )

Abbildung 21: Objektverfolgung mit Bewegung 1—2—3 —4.
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3.3 Veranschaulichung des Gesetzes von Listing

Abbildung 22: Szenario der Bildfolge fiir das erste Beispiel zur Kalibrierung.

gekrimmten Flache.

Diese Aussagen wurden im Rahmen dieser Untersuchung gezeigt. Schatzverfahren, die
die Sakkade eines Binokularkopfes mit drei Freiheitsgraden fiir Vergenz, Tilt und Torsion
schétzen sollen, konnten diese Ergebnisse unter geeigneten Voraussetzungen ausnutzen
und schneller konvergieren, da der Rotationsvektor dieser Sakkade nicht im dreidimen-
sionalen Raum zu suchen ist, sondern lediglich in einer Ebene. Das Gesetz von Listing ist
dann auch zwischen den relativen Kameras eines Binokularkopfes, in dem jede Kamera
mit einer eigenen Vergenz-Tilt-Torsion-Einheit ausgestattet ist, anwendbar und koénnte
zur externen Kalibrierung verwendet werden. Bei einer klassischen Stereokamerakopfan-
ordnung ist eine Verwendung des Gesetzes von Listing nicht méglich, wie in Abschnitt
3.2.2 festgestellt wird.

Das menschliche visuelle System kann mit zwei Augen ein dreidimensionales Modell der
Umgebung rekonstruieren. Dies motiviert die Entwicklung eines Verfahrens zur internen
Kalibrierung zwischen zwei Kameras. Dabei ist vor allem ein Selbstkalibrierungsverfah-
ren interessant, das lediglich aus Punktkorrespondenzen, ohne weitere Voraussetzungen,
die Matrix der internen Kameraparameter liefert. Mit den externen Kameraparametern
und den internen Kameraparametern ist es dann moglich, aus Punktkorrespondenzen
ein dreidimensionales Modell der Umgebung zu rekonstruieren. Die Herleitung eines

Verfahrens zur internen Kamerakalibrierung erfolgt in Kapitel vier.
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4 Kameraselbstkalibrierung

Unter Kalibrierung wird die Bestimmung der Projektionsmatrix P fiir eine Kamera
verstanden, mit der die Projektion eines Weltpunktes auf einen Bildpunkt beschrieben
wird. Fine klassische Methode der Kalibration funktioniert {iber die Aufnahme eines
Kalibrierungsmusters. Dabei werden dreidimensionale Punkte im Raum vorgegeben, ab-
gebildet und daraus die Projektionsmatrix berechnet. Bei der Kameraselbstkalibrierung
verzichtet man auf eine Kalibrationsvorlage. Ein solches Verfahren ist zum Beispiel fiir
autonome Robotersysteme wichtig. Das gangigste Verfahren zur Selbstkalibrierung wur-
de von Faugeras und Maybank 1992 vorgestellt ([26, 11]). Die einzige Voraussetzung
sind dabei Bildpunktkorrespondenzen von vier verschiedenen Kamerabildern. In dieser
Arbeit soll das Verfahren im Rahmen der Geometrischen Algebra untersucht und erwei-
tert werden. Die Geometrische Algebra ermdoglicht eine geometrische Untersuchung des
Verfahrens und férdert damit das Verstandnis fiir das vorliegende geometrische Problem.
Zuséatzlich konnen Theoreme der projektiven Geometrie angewandt werden, mit denen
das Verfahren erweitert wird. Die Motivation besteht darin, ein Verfahren zu entwickeln,
mit dem man schon zwischen zwei Kamerabildern intern kalibrieren kann. Dieses ist fiir
eine Orientierung kiinstlicher visueller Systeme an biologisch visuelle Systeme wichtig,
da das menschliche visuelle System mit zwei Augen ein dreidimensionales Modell der
Umgebung konstruieren kann.

In diesem Kapitel erfolgt in den ersten beiden Abschnitten eine Einfithrung in die
Kamera- und Epipolargeometrie. Im dritten Abschnitt wird das géangige herkémmliche
Verfahren zur Selbstkalibrierung vorgestellt ([25, 11, 26, 23]). Dabei liegt das Interes-
se auf der Ermittlung der internen Kameraparameter. Die einzige Voraussetzung sind
Punktkorrespondenzen zwischen den Bildern. Im néchsten Abschnitt wird dieses Ver-
fahren im Rahmen der Geometrischen Algebra untersucht und eine Herleitung der fiir
die Kalibration notwendigen Kruppagleichungen im Rahmen der Geometrischen Algebra
geliefert. Die Darstellung der Gleichungen erfolgt in Form von Brackets. Damit ist erst-
mals eine geometrische Untersuchung der Gleichungen moglich und das Verstdndnis fiir
degenerierte Falle wird gefordert. Im fiinften Abschnitt wird das Theorem von Pascal zur
Selbstkalibrierung verwendet. Dabei wird sowohl auf konstante interne Kameraparame-
ter wahrend der Bewegung, als auch auf sich wihrend der Bewegung verandernde interne
Kameraparameter eingegangen. Experimente in Simulationsumgebungen und mit echten

Bildern erfolgen mit einer Diskussion im Anschlufl

4.1 Das Lochkameramodell

Ausgangspunkt ist das Lochkameramodell: Ein Punkt M im dreidimensionalen Raum
wird durch ein optisches Zentrum C auf einen Punkt m einer Bildebene R abgebil-
det. Die optische Achse schneidet C, steht senkrecht zu der Ebene R und schneidet
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4.1 Das Lochkameramodell

diese in einem Punkt ¢ in der Ebene R. Gegeben sei ein orthonormales Koordinaten-
system, im folgenden auch Pizelkoordinatensystem genannt, in der Bildebene R mit
dem Zentrum ¢ und zwei Achsen @&, und y.. Dieses Koordinatensystem wird formal
tiber (@¢,yc,c) beschrieben. Man kann nun ein dreidimensionales orthonormales Sy-
stem von Koordinaten mit optischem Zentrum C' sowie zwei Achsen, die parallel zu den
Achsen @&, und y. verlaufen, und einer Achse, die parallel zur optischen Achse verlauft,
definieren : (X.,Y,, Z.,C). Dieses Koordinatensystem wird auch als Weltkoordinaten-
system bezeichnet. Abbildung 23 verdeutlicht das Modell. Die Projektion des Punktes

Zc

Abbildung 23: Darstellung des Lochkameramodells.

M = (X., Y., Z.,1)T im Weltkoordinatensystem auf einen Punkt m = (z.,y.,1)" der
Pixelebene 148t sich iiber x, = —f)Z(—z und y. = —f;—i berechnen. Dies gilt, da der Ur-
sprung dieses Weltkoordinatensystems beim optischen Zentrum C ist, und fir Z. = — f
die Ebene im Raum den Sehstrahl schneidet. Der Abstand f von ¢ zu C wird auch
als Brennweite bezeichnet. In homogenen Koordinaten, mit einem Normierungsfaktor

T. # 0 fiir endliche Punkte, ergibt sich folgende Gestalt:

T.X.
1.7z, —f 0 00 Ty
T.Zy. =] 0 —f 00 o (4.1)
1.7, 0 0 10 -

Fiir T. # 0 wird bei Anwendungen 7, mit 1 normiert, so dal mit homogenen Koordina-
ten gearbeitet wird. Wichtig ist, dafl der Zusammenhang zwischen Weltkoordinaten und
Pixelkoordinaten linear projektiv ist. D.h. die Projektion eines Punktes im projektiven
Raum in eine projektive Ebene kann durch eine lineare Abbildung beschrieben werden.
Dabei sind Punkte im Weltkoordinatensystem Punkte aus (X, Y, Z., C), und Punkte
im Pixelkoordinatensystem Punkte aus (@, yc, ¢).

Sei (Xo, Yo, Z,, O) ein weiteres Weltkoordinatensystem, das durch eine Bewegung (Ro-
tation R, Translation t) aus (X, Ye, Z., C) entsteht. Weiter sei (@, Yo, 0) €in zweites
Pixelkoordinatensystem. Das Pixelkoordiantensystem (&,, ¥, 0) hangt mit dem Pixelko-
ordiantensystem (@., Y., ¢) durch eine Skalierung der Achsen @, und y, mit den Gréfien

k, und k, sowie einer Translation (u,, vO)T zusammen. Zusatzlich wird die y,-Achse um
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4 Kameraselbstkalibrierung

o rotiert, so daB sie mit einem Winkel von 6 auf die @,-Achse steht. Die Parameter,
die zwei Pixelkoordinatensysteme verbinden, werden interne Parameter genannt. Abbil-
dung 24 verdeutlicht die Definition der externen und internen Kameraparameter.

Sei (X,Y,Z,T)T ein Vektor aus (X,, Yo, Z,, O), dem zweiten Weltkoordinatensystem.
In Anlehnung an Gleichung (4.1) 148t sich nun die Projektion des Punktes (X,Y, Z,T)T

Abbildung 24: (O.) Die externen Kameraparameter beschreiben die Rotation und Trans-
lation zwischen den Weltkoordinatensystemen. (U.) Die internen Kame-
raparameter beschreiben die Transformationen der Pixelkoordinatensy-

steme.

im Weltkoordinatensystem zu einem Vektor (U, V, W)T aus dem Pixelkoordinatensystem

Zo, Yo, 0) Uber zwel geeignete Matrizen K und D auf folgende Weise beschreiben:
(Zo, Yo, 0) geeig g

U 100 0 ); ;(
Vii=K{0o1o00 Dl |=P| (4.2)
1
W 0010 . .
P

Die 3 x 3-Matrix K beschreibt die Veranderungen des Pixelkoordinatensystems und die
4 x 4-Matrix D die Veranderungen des Weltkoordinatensystems beschreibt. Mit Aus-

nahme der unendlich fernen Punkte (fir W = 0) hangen die Pixelkoordinaten mit
den projektiven Koordinaten durch u = % und v = % zusammen. Die Pixelkoordi-

naten im Bild sind also die homogenen Koordinaten (u,v,1)T ~ (U, V,W)T. Analog
gilt (aufler fir 7' = 0) X; = %, Y, = % und 7; = % Die endlichen Weltkoordina-

ten werden auch iiber die homogenen Koordinaten des projektiven Raums definiert:
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4.1 Das Lochkameramodell

(X1, Y1, Z1,1)T ~(X,Y,Z,T)". K kann wie folgt beschrieben werden:

— [k fkycol(0) wuq

K = 0 o v |- (4.3)
0 0 1

Dabei ist f die Brennweite, k, der Skalierungsfaktor der x,-Achse, k, der Skalierungs-
faktor der y,-Achse, ug die Translation entlang der @,-Achse, vy die Translation entlang
der y,-Achse und 6 der Betrag der Rotation der Achsen der Ebene. Fiir o, = — fk, und
a, = —fk, und 0 = z hat K folgende Gestalt:

a, 0 wug
0 o, vo |- (4.4)
0 0 1

K

Die Annahme 6 = 7 bedeutet, dafl die Basisvektoren senkrecht zueinander stehen. Dies
gilt zum Beispiel bei einem CCD-Chip. Weiter beschreibt bei einem CCD-Chip (u,,v,)”
die Translation des Ursprungs in die linke obere Ecke des CCD-Chips.

Die Matrix D hangt von sechs externen Parametern ab. Drei Parameter beschreiben die
Rotation ® und drei die Translation ¢. Die Matrix D hat folgende Gestalt:

D:(éf). (4.5)

In der gangigen Literatur ist fiir eine Projektionsmatrix P auch folgende Notation zu

finden:

D = K[R|]. (4.6)

v

Il

>
o O =
O = O

0
0
1

o O O

Dabei bezeichnet [R|t] die aus R und t zusammengesetzte 3 x 4-Matrix.

Fiir die in Abschnitt 4.3 vorgestellte Methode zur Selbstkalibrierung ist der absolute
Kegelschnitt ., aus Abschnitt 2.6, Definition 2.2 fundamental. Ein Punkt (X, Y, 7, T')
auf dem absoluten Kegelschnitt erfiillt 77 = 0 und X? + Y? + Z2? = 0. Die Bedingung
T = 0 impliziert, dafl der Punkt im Unendlichen liegt, und fir X; = % und Y, = %
ergibt sich die Kreisgleichung X2 + Y} = —1, mit dem Radius 7 = /—1. Der absolute
Kegelschnitt ist invariant unter endlichen Verschiebungen und das Bild des Kegelschnitts
in der Kamera ist wieder ein Kegelschnitt, der unabhéngig von der Lage der Kamera
ist. Die Kegelschnittgleichung hangt damit nur von den internen und nicht von den
externen Kameraparametern ab. Die Matrix des Bildes des absoluten Kegelschnitts wird
in Lemma 4.1 behandelt:
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Lemma 4.1 Die Matriz des Bildes des absoluten Kegelschnilts ist eine Matrix B mil
der Gestall B = K~TK~'. Die Matriz K ist dabei die Matriz mil den internen Kame-

raparametern aus der Projektionsmatrizx.

Beweis : Der absolute Kegelschnitt geniigt der Gleichung X*+Y?+ 72 =0 und T = 0.
Das Bild eines Punktes X = (X,Y,Z,T)T des absoluten Kegelschnitts hat folgende
Gestalt:

X
. . Y
xr = PX=KDX = K[R|t] 7 (4.7)
T
X
v X
= K[R|t] 7| = KR| Y |40t (4.8)
7
0
X
Dies ist dquivalent zu [ VY | = RTK~'a. Wegen obiger Kegelschnittgleichung gilt
7
weiter:
X
0=(X,Y,2)| V¥V |=2"KTTRR K 'e =2" K"K~ ' 2. (4.9)
—— ——
7 T B
qed

Das Bild des absoluten Kegelschnitts ist invariant unter euklidischen Transformationen.
Da der absolute Kegelschnitt beziiglich der externen Kameraparameter invariant ist,

kann er als Kalibrationsvorlage benutzt werden, die immer vorhanden ist.

4.2 Die Epipolargeometrie

In diesem Abschnitt erfolgt eine Einfithrung in die Epipolargeometrie. Seien C, C' op-
tische Zentren von zwei Kameras und Il;, II; zwei Bildebenen. Sei M ein Punkt im
Weltkoordinatensystem und m = Py M beziehungsweise m’ = P, M die Projektion des
Punktes in der jeweiligen Ebene. Die Projektion der optischen Zentren liefert e = P;C’
und e’ = P,C, die jeweiligen Epipole. Der Punkt M im Raum definiert mit e und
e’ die Epipolarebene II. Geraden in der Bildebene, die den Epipol schneiden, werden
Epipolargeraden genannt. In der ersten Bildebene ist zum Beispiel die durch e und m
beschriebene Gerade 1,/ eine Epipolargerade. Im zweiten Kamerabild ist die durch e’

und m' beschriebene Gerade I/ ebenfalls eine Epipolargerade.
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50
\\\
!

Abbildung 25: Darstellung der Epipolargeometrie.

In der projektiven Ebene wird eine Gerade iiber das Kreuzprodukt von zwei Punkten
auf der Geraden eindeutig definiert. Man erhilt die Darstellung I! = e’ x m/. Dies gilt
jedoch nur fiir die projektive Ebene. Abbildung 25 verdeutlicht die Epipolargeometrie.
Interessante Korrespondenzen treten zwischen den Geradenbiischeln von Epipolargera-

den der verschiedenen Bildebenen auf. Es gilt:
m = (ml, ma, mg)T € lml = (ll, lQ, lg)T = lmle = 0. (410)

Die Beziehung von m zul! ist linear projektiv. Die Fundamentalmatriz beschreibt diese

Korrespondenz: I! = F'm. Da m' zu m korrespondiert und m' € I!_ muf gelten:
m'"l = m'" Fm = 0. (4.11)

Fiir die Epipole ergibt sich Fe = FTe’ = 0. Weiter setzt man F33 = 1. Da Rang(F) < 2
und somit det(F') = 0 gilt, (mit e, e’ ist die Dimension des Kerns von F' mindestens eins)
hangt F' nur von sieben unabhingigen Parametern ab. F' wird durch 7 Punktkorrespon-
denzen und die Gleichung m' Fm =0 eindeutig bestimmt. Weiter kann die Fundamen-
talmatrix in interne und externe Kameraparameter zerlegt werden. Nach ([11, 23]) ergibt
sich: ' = K-TEK-'. Dabei ist £ die sogenannte FEssential-Matrix mit den externen
Kameraparametern F£ = [t]«R. Die Matrix F stellt sich als Produkt einer antisymme-
trischen Matrix mit einer orthogonalen Matrix dar.

In der Praxis kann der Ursprung eines Weltkoordinatensystems in die erste Bildebene
gelegt werden. Die Projektionsmatrix P; hat dann die Gestalt P; = K;[[3]0]. Sei R
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die Rotation und t die Translation vom optischen Zenter C' zum optischen Zenter C’.

Die Matrix D habe die Gestalt D = ( 5OR '15 ) mit £ = (C’ — C). Dann erhalt die

Projektionsmatrix P, folgende Gestalt:

P, = Ky[L0]D™". (4.12)

Es gilt:
e — PC'=P ( f ) — Kt (4.13)
e’ = P,C = K,[I50]D7"(0,0,0,1)". (4.14)

Dabei wird hdufig K = K; = K, angenommen. Fiir ndhere Informationen zur Epipo-
largeometrie sowie den internen und externen Kameraparametern wird auf die Literatur
[11, 26, 23, 8] verwiesen.

4.3 Kruppagleichungen und interne Kameraparameter

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung der Kruppagleichungen. Fine Losung der Krup-
pagleichungen liefert die gesuchten internen Kameraparameter. Zum Aufstellen der Krup-
pagleichungen wird das Bild des absoluten Kegelschnitts und das Konzept der Epipo-
largeometrie verwendet. Da keine Kalibrationsvorlage verwendet wird , bezeichnet man
diese Art der Kalibrierung auch als Selbstkalibrierung. Bei zwei verschiedenen Kameras
ist die Transformation zwischen zwei Pixelkoordinatensystemen abhéngig von den jewei-
ligen internen und externen Kameraparametern. Zur Herleitung der Kruppagleichungen,
deren Losung die internen Kameraparameter liefert, wird das Dualitdtsprinzip der pro-
jektiven Geometrie ausgenutzt.

Sei B die Matrix zum Bild w von ,, wobei €., der absolute Kegelschnitt aus Lemma
4.1 sei. Die Matrix des Dualen des Kegelschnitts von w ist die Dualmatrix W = B* =
det(B)B~', die proportional zu B~! ist. Dabei bedeutet Dualitit, daB eine Gerade, als
Dual eines Punktes, tangential zu w ist. Es gilt:

W = B* = AB7! = M(K-TK™')™! = AKKT, nach Lemma 4.1. Da die Skalierung
irrelevant ist, wird W = K KT gesetzt. Bei gegebenem W ist K, die interne Kameraka-
librierung, eindeutig durch die Choleskyzerlequng W = K KT gegeben.

Das Symbol « bezeichnet die Uberfithrung einer Struktur in ihren Dualraum. Zwei
Punkte induzieren eine Gerade, die in der projektiven Ebene iiber das Kreuzprodukt
von zwei Punkten auf der Geraden beschrieben werden. Weiter werden die Eigenschaf-
ten der Fundamentalmatrix ausgenutzt:

y—l,=exy
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4.3 Kruppagleichungen und interne Kameraparameter

B — B~
Weiter ist 1, = e x y tangential zu w < 1," B*l, = 0 & (e x y)"W(e x y) = 0. Wegen
Fy =1, = (e' x y') gilt analog yT FTW Fy = 0. W hat dabei folgende Gestalt:

W = KKT (4.15)
a, 0 wug a, 0 0
= 0 a, v 0 a, O (4.16)
0 0 1 ug vy 1
ai + ug UV Ug
= ugvg i+ vd vy (4.17)
Ug Vo 1
—d0y3 03 d3
=: 03 —0i13 O . (4.18)
& by —di2

Fiir y = (1,7,0)7 und einen Epipol e = (p1, p2, p3)T ergibt sich:
(e xy) = (p1,p2,p3)T x (1,7,0)T = (=par, pa, ;17 — p2)7. Ziel ist es, mit der unbekann-
ten 7 eine Gerade zu erzwingen, die tangential zum Dualen des Bildes des absoluten

Kegelschnitts ist. Dann ist

0=1,"B1, = (4.19)
(exy)W(exy!' = (4.20)
—523 53 52 —paT
(_p3T7 P3, 1T — P2) ds  —bi13 & p3 = (4.21)

52 51 —512 T — P2

p3Tda3 + p3ds + P17y — pads
(—P3T, P3, 1T — P2) —P3T53 - p3513 + P17'51 - P251 = (4-22)
—p3To2 + p3dy — p1712 + padia

—pa77803 — P3TI3 — p1paT Sy + pabapsT (4.23)
—Pg’f(sa — P§513 + p1psTd — pap2dy (4.24)
—p1p3Toy + p1paTH — P%7'2512 + p1paTdia (4-25)
+pap3Tdy — papsdy + pipeTiz — p§512 ; (4.26)
und es gilt
—523 53 52 —p3T

(—PST, P3, P17 —P2) d3 —d13 Oy P3 =0 (4-27)

52 51 —512 T — P2
& ko + kT + ket = 0. (4.28)
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Dabei seien

k‘o = —513]):23 — 512p§ — 251p2p3 (429)
ki = 2(1ap1p2 — dsps + Gapaps + S1p1ps) (4.30)
ky = —523]7% - 512[)% - 252P1P3- (4-31)

Damit erhdlt man folgende Gleichung:
Pl(T) = k‘o + k‘lT + k27'2 = 0. (432)

In diesem Polynom kommen als Unbekannte die internen Kameraparameter und 7 vor.
Uber das zweite Kamerabild 148t sich nun ein zweites Polynom iiber eine Unbekannte
7 definieren und mit obigem ersten Polynom gleichsetzen. Auf diese Weise kann man
die Unbekannte 7 wegkiirzen und erhélt nur noch Gleichungen, in denen die internen
Kameraparameter als Unbekannte vorkommen. Diese Gleichungen sind die Kruppaglei-
chungen.

Im zweiten Kamerabild wird der zweite Epipol verwendet und es wird analog zum ersten
Kamerabild vorgegangen. Die Unbekannte 7 ist mit einer Unbekannten 7’ zu ersetzen.
Uber einen Faktor, der sich aus der sogenannten homographische Korrespondenz ergibt,
kénnen 7 und 7’ in einen Zusammenhang gebracht werden. Zu dem Begriff homogra-
phische Korrespondenz wird auf die Literatur ([11, 10, 26, 25]) verwiesen. Zu (1, 7,0)7
wird dabei der Faktor p mit p = PLP; multipliziert. Damit liefert (1,7/,0)T ~ (1,p7,0)7

pip2

Gleichungen folgender Gestalt:
Py(7) = ki + kjpr + kb p*r? = 0. (4.33)

Da die Losung von P;(7) ein skalares Vielfaches der Losung von Py(7) ist, konnen die

Kruppagleichungen iiber drei Gleichungen beschrieben werden:

Dabei implizieren zwei Gleichungen die dritte, so dafl zwei unabhéngige Gleichungen
aufgestellt werden. Die Gleichungen (4.34-4.36) sind also die Kruppagleichungen, mit
deren Losung die internen Kameraparameter ermittelt werden kénnen.

Anstatt das zweite Polynom iiber den zweiten Epipol aufzustellen, der eine Gerade I im
zweiten Kamerabild erzeugt welche iiber die homographische Korrespondenz auf das er-
ste Kamerabild bezogen wird, kann man auch direkt die Fundamentalmatrix ausnutzen.
Bei der Multiplikation der Fundamentalmatrix ' mit dem Vektor (1,7,0)T erhélt man

beim einsetzen von F(1,7,0)7 statt einer Geraden ! ein Polynom der Gestalt:

Py(1) = ki + K/t + k)7° = 0. (4.37)

62



4.3 Kruppagleichungen und interne Kameraparameter

Da F(1,7,0)T eine Gerade im ersten Kamerabild liefert, entfillt die Multiplikation mit
einem homographischen Faktor. Man erhalt direkt die Gleichungen:

k// k//
k—z = k_i (4.38)
k// k//
k_z = k—z (4.39)
k// k//
k_i = k—z (4.40)

Diese zweite Darstellung der Kruppagleichungen (4.38-4.40) wird in der Praxis verwen-
det. So erhdlt man ein quadratisches Gleichungssystem. Die Invarianz des absoluten
Kegelschnitts liefert diese Gleichungen fiir die gesuchten Koeffizienten. Mindestens drei
Verschiebungen sind fiir eine eindeutige Losung notig. Bei mehr Verschiebungen bietet

sich eine Fehlerminimierung des tiberbestimmten Gleichungssystems an.

Erstes Verfahren zur Selbstkalibrierung
Nach obigen theoretischen Grundlagen hat ein erster Algorithmus folgende Gestalt:

do m times (m > 3)
begin
select n points (n > 7)
move camera to other position while tracking the points
compute epipoles
write Kruppa’s equations for the camera displacement
end
use Kruppa’s equations to solve for the coefficients
of the image of the absolute conic

Cholesky decomposition of the image of the absolute conic.

Dieses Verfahren wurde erstmals in der Literatur ([11]) vorgestellt. Einen weiteren in-
teressanten Ansatz bietet die Herleitung der Kruppagleichungen aus der Fundamen-
talmatrix. Dies ist zwar nicht elementar fiir die Erweiterungen im Abschnitt 4.4, es
vervollstandigt jedoch den Uberblick iiber die bisherigen Verdffentlichungen in diesem
Zusammenhang.

4.3.1 Herleitung von Kruppagleichungen aus der Fundamentalmatrix

Seien P, P’ zwei Projektionsmatrizen mit denselben internen Kameraparametern und
W = KKT die Matrix fiir das Duale des Bildes des absoluten Kegelschnitts. Sei F' die

Fundamentalmatrix fiir dieses Kamerapaar. Weiter seien A, A’ Transformationsmatrizen,
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so daBl die Fundamentalmatrix von AP, AP’ die Gestalt

~1
(4.41)

=

I
o~ o
o oo

0
0

besitzt. Die Matrix F ist die Fundamentalmatrix bei spezieller Wahl der Bildkoordina-
tensysteme und entsteht aus einer geeigneten Transformation von F. Die Fundamen-
talmatrix £ hat die Eigenschaft, dal die beiden Epipole im Ursprung liegen und die
korrespondierenden Epipolargeraden in den zwei Bildern identisch sind. Diese Trans-
formation &ndert auch das Duale des Bildes des absoluten Kegelschnitts, welches neue
Kegelschnittgleichungen D, D" erzeugt. Da A und A’ i.a. unterschiedlich sind, kann nicht
angenommen werden, daB D = D’. Die Gerade, die durch (), u,0)7 reprisentiert wird,
seil tangential zum Bild des absoluten Kegelschnitts:
(A 1,0)D(X, 11, 00T = 0, baw. (A, 1, 0)D' (X, 1,0)T = 0.
Dies liefert Gleichungen der Gestalt:
Ndyy + 20 udyg + pPdaz = 0 bzw. A2dy, + 2 pdy, + pidy, = 0.
Mit D = [d;;] und D" = [d};] sind diese bis auf einen Skalierungsfaktor identisch, da
zwel Geraden, die tangential zum Bild des absoluten Kegelschnitts sind, dieselben zwei
Geraden in diesen zwei Bildern sind. Also sind obige Gleichungen bis auf einen Skalie-
rungsfaktor identisch und es gilt
o _ o
dy diy dy
Die d;; konnen nun in der Form des Dual des Bildes des absoluten Kegelschnitts ausge-
driickt werden. Fiir eine Gerade A und einen Punkt u auf der Geraden kann man die

Matrix A einfiigen:
AMu=02ATA T Au =0 (A7TXN)TAu = 0. (4.43)

D.h. u liegt auf einer Geraden X gdw. (A~TA)T Au = 0. Also gilt weiter
AcW e ATWA=0s ATAH)(AWAT) (A1) = 0. (4.44)

Damit haben DTund D' die Gestalt D = AW AT und D' = A'W A'T,

a;
Setze A = | ay” | und es gilt: d;; = a;" Wa;. Dies fithrt zu den Bedingungen:
a3T
alTWal a alTW(lz a azTW(lz ‘ (445)

a/"Wa, ai/™Wa), a"Wa,
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Nun wird A iiber eine Singularwertzerlegung von F' beschrieben: F' kann iiber F' =
UXVT beschrieben werden mit /' L V und X = Diag(r,s,0). Dies ist analog zu der
Zerlegung

r 0 0 0 —1 0 0 1 0
F=U|0 s 0 1 0 0 -1 00 | VT (4.46)
0 0 1 0 0 0 0 01
0 1 0
A’ wird iiber A’ = Diag(r,s,0)UT beschrieben und A iiber A= | —1 0 0 | V7 so
0 01

daB F = ATEA mit A, A’ nicht singulér ist. Fiir ein korrespondierendes Punktepaar ist
wTFu=0,also wTATEAu = 0 und mit @ = Au und @’ = A%’ gilt @ Eé = 0.

A’ kann nun beschrieben werden iiber:

1
ai T T’ulT alT ’UzT
1 . .
A= ay T | = sus? | baw. A= | a7 | = —vi7 |, mit u;, v; der i. Spalte
1
as T ’lL3T CI,3T ’U3T

von U, V.
Mit der vorhergehenden Gleichung erhélt man:

’UzTW’Uz _ —’UzTW’Ul _ ’UlTW’Ul (4 47)

T2U1TW’U,1 TSulTW’lbz SQ’U,ZTW’U,Q‘

Dies sind die gesuchten Kruppagleichungen, beschrieben iiber die Fundamentalmatrix.

Die Bestimmung der Kruppagleichungen besteht aus drei Schritten:
1. Bilde die Fundamentalmatrix F.

2. Zerlege F'in UXVT,
3. Bilde daraus die Kruppagleichungen.

Dieses Beispiel aus der Literatur ([15]) zeigt, wie schwer es ist, eine geometrische In-
terpretation in Kruppagleichungen zu geben, wenn im Matrizenkalkiil gearbeitet wird.
Da die Geometrische Algebra die Moglichkeit der geometrischen Interpretation bietet, ist
die Herleitung der Kruppagleichungen in der Geometrischen Algebra fiir das Verstédndnis

der Gleichungen wichtig und besonders interessant.

4.3.2 Schatzung der externen Kameraparameter

In diesem Abschnitt wird kurz die Bestimmung der externen Kameraparameter aus
Bildpunktkorrespondenzen beschrieben. Da die einzige Voraussetzung zur Kalibrierung
Bildpunktkorrespondenzen sind, das spéter erklarte Verfahren zur Kalibrierung iiber das

Theorem von Pascal jedoch die externen Kameraparameter benétigt, wird ein giangiges
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Verfahren ([2, 1]) zur Erfiillung dieser Bedingung vorgestellt.

Bei diesem Zugang werden iiber ein vereinfachtes Kameramodell und Bildpunktkorre-
spondenzen Gleichungen aufgestellt und tiber einen iterierten extended Kalmanfilter der
Fehler minimiert. Unter den Unbekannten der Gleichungen befinden sich auch die ge-
suchten externen Kameraparameter.

Im herkémmlichen Lochkameramodell wird der Ursprung des Weltkoordinatensystems
im optischen Zentrum C angenommen. Ein Sehstrahl vom Ursprung zu einem Punkt

X = (X, Y., Z.)T geniigt folgender Gleichung:

cy £ Cy

g=X)| Y. |. (4.48)

g schneidet bei der Brennweite f die Ebene bei A = Z%? da dann gilt:

X. LX, LX,

Z
| Z | 7 (X
Moy, | = ?Yc =| £V _Z<Yc)' (4.49)
Z. Lz f

Hier wird das Modell etwas abgedndert. Der Ursprung des Weltkoordinatensystems wird
in die Bildebene verschoben, so daff das optische Zentrum bei C = (0,0, —f)T liegt.
Abbildung 26 verdeutlicht dies. Fiir die Geradengleichung und den Schnittpunkt mit

Bildebene
o 3D-Punkt
optisches Zentrum I?&I’s’%;nkt X0 2)
(0.0,f)
o
X
f a

Abbildung 26: Darstellung des Lochkameramodells bei entsprechend gewahlter Basis.

der Ebene ergibt sich dann

( Z ) B 1+1ZC/8 ( ); ) ' (4.50)

Dabei sei 3 das Inverse der Brennweite. Diese Darstellung ist bei numerischen Berech-

nungen stabiler, &ndert aber nichts an den Grundprinzipien.
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Fir die projektive Tiefe a = Z, gilt

u uf3 u(l+ Z.9) X.
v [+al vg | = v(0+Z3) | =] Y. |. (4.51)
0 1 Z. Ze

Auf diese Weise kénnen bei gegebenen Werten die dreidimensionalen Weltkoordinaten
eines Punktes rekonstruiert werden. Fiir eine zweite Ebene ergibt sich eine andere Basis

mit Bildpunkt (X,,Y,, Z,)T. Abbildung 27 verdeutlicht dies. Uber eine Basistransforma-

Bildebene
Bildebene
3-D-Punkt
(X“%'Z“,)/Q (X Y,2)
optisches Zentrum  |Bildpunkt T B
(0,0,) (UVv,0) .- Bildpunkt
N z R TRV
(o} Z,
g
X (0,0,-fr)
X;| | optisches Zentrum
f a [of%

fr

R
Abbildung 27: Darstellung von zwei Ebenen mit entsprechenden Basen.

tion 1aBt sich (X,,Y,, Z)T auf (X,,Y., Z.)T zuriickfithren:

XT’ tl’ XC
v, |=|¢t |+%]| v |. (4.52)
ZT’ tZ ZC

1 0 0 ri1 iz T3
%b = 0 1 0 91 T2 T93 . (453)
00 5r rsy T3z Ts33

Analog gilt:

Uy 1 Xr
()= (v ) (.54

Ein Bildpunkt (u,,v,)T des rechten Kamerabildes 148t sich iiber (X,,Y;, Z,)T zu dem
korrespondierenden Bildpunkt (u,v)T des linken Kamerabildes gleichsetzen, so daf sich
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jeweils zwei Gleichungen ergeben. Bei einem zweiten korrespondierenden Bildpunkt er-
gibt sich eine zusédtzliche Unbekannte oy fiir die zweite (i.a. unterschiedliche) projektive
Tiefe des Punktes, ebenfalls mit zwei Gleichungen. Auf diese Art kénnen mit ausreichend
vielen Korrespondenzen geniigend Gleichungen zur Bestimmung der Kameraparameter

aufgestellt werden. Uber einen iterierten extended Kalmanfilter mit den Parametern

K = (tmvtyth/BM%hﬁﬁ/Bhah'"a’ﬂ) (455)

wird der Fehler minimiert. Dabei wird insbesondere R; iiber eine Quaternion mit vier
Freiheitsgraden, drei fiir die Richtung, einer fiir den Winkel, repréasentiert. Fiir genauere

Informationen sei auf die Literatur ([2, 1]) verwiesen.

4.4 Betrachtung des herkommlichen Verfahrens in der
Geometrischen Algebra

In diesem Abschnitt erfolgt zunéchst eine Herleitung der Kruppagleichungen im Rahmen
der Geometrischen Algebra. Dafiir werden die Grundkonzepte des vorherigen Abschnitts
4.3 iibernommen. Im zweiten Abschnitt erfolgt eine Beschreibung der Kruppagleichungen
in Form von Brackets. Dadurch bleibt die geometrische Interpretation erhalten und das

Selektieren von degenerierten Féllen wird einfacher.

4.4.1 Herleitung der Kruppagleichungen in der Geometrischen Algebra
Fir die Herleitung der Kruppagleichungen werden folgende Aufgaben gel6st:

1. Formulierung des absoluten Kegelschnitts Q. in der Geometrischen Algebra.

2. Formulierung des Bildes des absoluten Kegelschnitts w im Rahmen der Geometri-

schen Algebra.

3. Ausnutzen des Dualitatssprinzips und der Epipole von zwei Kameras zur Formu-
lierung von Polynomen der Gestalt Pi(7) = ko + k1 - 7 + ko - 72 und Py(7) =
ki + Ky -7+ kb - 72 Die Polynome liefern Zwangsbedingungen, die zur Kalibrierung

verwendet werden konnen.

Losung der Aufgaben

Zul.

Ein Kegelschnitt kann nach Kapitel 2.6.2 iiber fiinf Punkte auf dem Kegelschnitt eindeu-
tig definiert werden ([20]). Ein sechster Punkt C liegt auf dem durch A, B, A’, B',C’

beschriebenen Kegelschnitt, genau dann, wenn:

[ABC|[AB'C'|[A’BC'|[A'B'C] — [A'B'C'||[AB'C][A’BC|[ABC'] = 0 (4.56)
[A’B'C'|[ABC]
[AB'C'|[A’BC]

& [ABC|[A'B'C] - [AB'C|[A'BC] = 0. (4.57)
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Die fiinf Punkte aus (7 3 zur Beschreibung des absoluten Kegelschnitts (), seien:

1 1 1 1 0
! 1 0 0 i

A= B = A = B = C' = . 4.
0|’ 0]’ 1|’ i |’ 1 (458)
0 0 0 0

Zunachst liegen diese fiinf Punkte auf dem absoluten Kegelschnitt, da sie im Unendlichen
liegen (die vierte Komponente der Vektoren ist Null) und die Bedingung
ATA=B"B = A""A' = BB’ = C'"C" = 0 etfiillen. Weiterhin bietet sich diese
Wahl an, da die Vektoren méoglichst einfach und orthogonal gewahlt wurden. Im Verlauf
wird sich herausstellen, dafl die Punkte leicht abgeédndert gewédhlt werden sollten. Dies
andert jedoch nichts am Grundprinzip.

Zu 2.

Das Bild des absoluten Kegelschnitts wird durch das Bild seiner Punkte beschrieben.
Dabei sei P eine Projektionsmatrix mit P = K[R|t]. Da die Punkte im Unendlichen
liegen, fallt der t-Teil bei den externen Kameraparametern weg. Damit ergibt sich fiir
das Bild der Punkte:

PA = K[R|t|]A = KRA, PB = K[R|t|B = KRB, PA' = K[R|t|]A' = KRA',
PB' = K[R|t|B' = KRB', PC' = K[R|t]C' = KRC".

Mit dem Produkt KRA ist die Multiplikation der 3 x 3-Matrix KR mit dem 3 x 1-
Vektor [I3|0] A gemeint, so daff die vierte Komponente des Vektors A, die Null ist, im
Bild vernachlassigt werden kann. Weiter gilt fiir eine beliebige Rotation # folgendes

Lemma:

Lemma 4.2 Sei X ein Punkl und R eine Rotlationsmatriz. Dann gilt:
X €Oy & RX € Q.

Beweis : Es gelte X € Q, also X7 X = 0. Einsetzen liefert

(RX)T(RX) = XTRTRX = XTX = 0. Analog gilt die Riickrichtung.

qed

Dies ist eine schnelle Folgerung aus der in Lemma 4.1 gezeigten Invarianz des absoluten
Kegelschnitts gegeniiber euklidischen Transformationen. Als Reprasentationspunkte des
absoluten Kegelschnitts werden nun R A, R B, RT A’, RT B’, RTC' gewihlt. Dabei sei
R die Rotationsmatrix aus den externen Kameraparametern. Fiir das Bild des absoluten
Kegelschnitts ergibt sich folgende Gleichung: Ein Punkt ¢ des Bildkoordinatensystems
liegt nach Gleichung (4.57) und wegen P(RTA) = KRRTA = KA auf dem Bild des

absoluten Kegelschnitts genau dann, wenn

[(KRRT A)(KRRT B)c][(KRRT A" (KRRTB')c] - (4.59)

[(KRRT AN (KRRTB") (KRRTC|[(KRRT A)(KRRT B)(KRRTC")]
[(KRRT A)(KRRTB') (KRRTC')|[(KRRT A7) (KRRT B) (KRRTC")]
[(KRRT A)(KRRT B')e][( KRRT A")(KRRTB)e] = 0 (4.61)

(4.60)
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& [(KA)(K B)c][(K A") (K B')c] — (4.62)
[(KA"(KB')(KC"][(K A)(K B)(KC")]
[(KA)(KB")(KCH|[(KA"(KB)(KC")]

[(KA)(KB')c][(KA")(KB)e] = 0. (4.63)

Die externen Kameraparameter kann man auf diese Weise eliminieren und im Bruch
stehen nur bekannte Punkte und die internen Kameraparameter. Weiter sind fiir den

Bruch folgende Umformungen méglich:

(KA")(KB')(KC"|[(KA)(KB)(KC")] _ (4.64)
[(KA)(KB')(KC[(KA)(KB)(KC")] '
[K(A'B'C")|[K(ABC")] _ (4.65)
[K(AB'C")|[K(A’BC’)] '
det(K)[(A'B'C")|det(K)[(ABC")]  _ (4.66)
det(K)[(AB'C")]det(K)[(A’BC’)] '
(A'B'CH(ABC)
(ABO(ABC) ™ (467

Die Matrix K kann tiber die Determinante auflerhalb der Brackets gezogen werden, da
fiir lineare Abbildungen das Bracket eine Definition der Determinante darstellt und fiir
eine Determinante die Multiplikationsregel det(K)det(ABC) = det(K(ABC)) gilt.*
Auf diese Weise kann man auch die internen Kameraparameter im Bruch eliminieren
und den Bruch berechnen. Der Bruch stellt beziiglich der internen Kameraparameter
eine Invariante dar. Bei den oben angegebenen Punkten aus (5.58) fiir ., ergibt sich
fiir die Invariante: Inv = 2. Um allgemeiner zu bleiben wird die Invariante im folgenden
mit Inv abgekiirzt. Die Kegelschnittgleichung fiir ¢ nimmt damit folgende Gestalt an:

(K A)(KB)c][(KA")(KB")c] — Inv[(KA)(KB")e][(KA')(KB)c] =0.  (4.68)

Zu 3. 7Zunéchst sei eine weitere Bildebene angenommen, so da eine Epipolargeometrie
wie in Abschnitt 4.2 zugrunde gelegt werden kann. In den vorhergehenden Abschnitten
wurde bereits bewiesen, daff die Matrix B fiir das Bild des absoluten Kegelschnitts die
Gleichung B = KT K~! erfiillt. Da das Duale einer Matrix proportional zu dem Inversen
der Matrix ist, ergibt sich fiir das duale Bild des absoluten Kegelschnitts B* ~ B~! =
KKT.

Lemma 4.3 Aufgrund des Dualitdtsprinzips gilt Be = l.. Dabei sei l. eine Gerade, die
durch den FEpipol p des Bildes und durch ¢ fiihrt.

Beweis : ¢ liege auf dem Bild des absoluten Kegelschnitts. Dann gilt:

0=c'Be=c"Bc = (c"B")B™(Be) = T B*l.. (4.69)

4Siehe Abschnitt 2.6.2. D.Hestenes spricht in diesem Zusammenhang ([18]) auch von einem Qutermor-
phism.
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Diese Gleichungskette gilt genau fiir Be = [.. Das bedeutet, dafl die Multiplikation eines
Punktes ¢ auf dem Bild des absoluten Kegelschnitts mit der Matrix B des Bildes des
absoluten Kegelschnitts, eine Gerade, die tangential zum Dualen des Bildes des absoluten

Kegelschnitts ist, liefert. qed

Man setzt:
P1
=1 p | x| 7 |- (4.70)
P3 0

Dabei sei p = (p1, p2, ps)’ der Epipol des Bildes und (1, 7,0)7 ein Punkt im Unendlichen.
[ beschreibt damit in der Bildebene eine Gerade, die durch p und (1,7,0)7 eindeutig
gegeben ist. Hierbei wurde die Notation und Idee aus Abschnitt 4.3 iibernommen. Ziel
ist es wieder mit [. eine Gerade, die tangential zum Bild des absoluten Kegelschnitts ist,

zu erzwingen. In der Geometrischen Algebra stellt sich die Gerade als duferes Produkt

dar:

P
le=1| p2 |AN| 7 | I (4.71)
P3 0

Mit 7 wird analog zum herkommlichen Verfahren (siehe Abschnitt (4.3)) ein Polynom

erzeugt, mit dem die Kruppagleichungen aufgestellt werden konnen. Weiter gilt:

Be = 1. (4.72)

&c = B (4.73)

sSe = KKl (4.74)

Damit erhalt man fiir ¢ einen Term, den man in die obige Kegelschnittgleichung (4.68)

einsetzen kann:
[(KA)(KB)c][(KA"(KB")c] — Inv[(KA)(KB')c][(KA)(KB)e] =0
& [(KA)(KB)(KKTI) (KA (KB')(KK"l.)]—
Inv[(KA)KB)(KKTL)|[(KA"Y(KB)(KK'l,)] =0
& [K(AB(KT1L)[K(A'B' (K1) — Inv[K(AB'(KTL))|[K(A’B(K"l.))] =
& det(K)[AB(K"1,)|det(K)[A'B'(K"1,)]—
Inv det(K)[AB'(K"l,)det(K)[A'B(K"l.)] =0
& [AB(KTL)|[A'B'(K"1,)] — Inv[AB'(KT1)|][A'B(K"1.)] =0

In jedem Bracket stehen genau einmal die internen Parameter. Wegen

P1
lc = P2 X T (475)
P3 0
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ergibt sich ein Polynom vom Grad zwei beziiglich 7, da das 7 in jedem Bracket in
jeder Zeile hochstens einmal vorkommt. Die folgende explizite Berechnung des Polynoms
bestatigt dies. Eine Simulation in MAPLE zeigt, daB folgende Berechnungen gelten:

ki ki ks
Sei K := 0 koy kys | und A, A’, B, B’,C’ wie in Formel (4.58) bereits gewahlt.
0 0 1

Der Punkt C’ kommt in den folgenden Berechnungen nicht mehr vor, beeinflufit aber
den Wert der Invarianten /nv aus Formel (4.68). Bei der Wahl der Punkte aus Gleichung
(4.58) ergibt sich Inv = 2. Weiter gilt fiir die Epipolargerade .

P1 1
Il = p | x| 7 (4.76)
P3 0
—ps3T
= D3 . (4.77)
P1T — P2
Damit ist weiter
—knPBT
[/(Tlc == —]{?12[)37‘ + k22p3 . (478)
—Fki3psT + kosps + p1T — pa
Einsetzen liefert:
(AB(K"L)J[(A'B/(K"1))] — (4.79)
—4(ki3psT — kasps — p17 + pa2)ps(—k1a7 + ka2). (4.80)

Fir das zweite Bracketpaar gilt mit dem Wert Inv = 2:
Inv[(AB'(KTL))[(A'B(K™1.))] = (4.81)
—2(—k11psT — ik1opsT + thoops — tkizpsT + ikasps + ipiT — ipa)
(k11psT — ik1opsT + thoops — tkispsT + thasps + ip1T — 1pg). (4.82)
Fir I'nv = 2 ergibt sich:
(AB(KTI)(A'B (KT1))] - Ino[(AB/(KTI)[(A/B(KTL.)] = (4.83)
Api7py — 2p77 — 2k3op5 — AkospapiT + 4kaspapy — 2kTapiT? — 2kiopiT? — 2k34p3
—2p3 — 2k3 paiT? 4 Akyop3Thgy — 4k13p3Tpy + 4k13p3Thes + Ak13paT s . (4.84)
Ein Aufspalten des Polynoms in die Gestalt P(7) = ko + k17 + ko7? liefert

ki = Apipy — Akospapr + 4k12pikas — 4kizpsps + 4kispikas (4.86)
ky = —=2pi = 2kisp; — 2kiyp; — 2K, p3 + 4kiapapr. (4.87)
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Bis auf ein skalares Vielfaches stimmen diese Koeffizienten vollig mit den Koeffizienten
des Polynoms nach dem herkémmlichen Verfahren ([11, 26, 25, 23]) iiberein. Da sich
ein skalares Vielfaches bei der Erstellung der Kruppagleichungen wegkiirzt, liefert obi-
ges Verfahren bei zwei Epipolen genau die Kruppagleichungen. In Simulationen wurde
festgestellt, dafl eine Permutation der Punkte A, A’, B, B’, C’, die den absoluten Ke-
gelschnitt repréasentieren, die Gleichungen nicht beeinflussen. Also wurde im Rahmen

der Geometrischen Algebra eine Herleitung der Kruppagleichungen gefunden.

4.4.2 Kruppagleichungen in der Bracketdarstellung

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die Darstellung der Koeffizienten ko, ki, ks des Po-
lynoms P(7) in Form von Brackets herzuleiten. Zunachst wird ein Bracket des Kegel-

schnitts betrachtet: [AB(KT1.)]. Es gilt:

—PaT 0 —PaT
KTl = K" Ps =K' ps [+KT| 0 = K", + K"t,. (4.88)
P1T — P2 —P2 ’T

Damit 148t sich K71, in zwei Vektoren teilen, in dem einen existieren nur Koeffizienten
mit 7, K7t;, in dem anderen nur Koeffizienten ohne 7, KTt,. Dieses Teilen ist ein rein
algebraischer Trick um eine Darstellung der Kruppagleichungen in Form von Brackets
zu ermoglichen. Das Bracket 1aBt sich in zwei weitere Brackets spalten. Der Vektor des

einen Brackets enthalt kein 7, der des anderen nur 7. Es gilt:

0 —paT
[AB(KT1.)]=[AB | K" | ps |+ [AB|KT| o0 ). (4.89)
—DP2 mTt

Somit ergibt sich: [ABKTL.] = a; + 7b;.
Jedes Bracket ist also ein Polynom iiber 7, welches sich in Form von Brackets spalten und
beschreiben 1a8t. Fiir die Brackets der Kegelschnittgleichung ergibt sich ein Polynom,

das sich folgendermaBen umformen 1aBt:

0 = [(KA)KB)c][(KA")(KB')c|— Inv[[KA)(KB')c][(KA")(KB)c] <(4.90)
0 = (a1 4+ 7b1)(az + 7b2) — Inv(as + 7bs)(as + 7bs) & (4.91)
0 = ayas+ 7hiay + a;7by + 72b1by — Inv(azas + asast + bsasr + 636472) <(4.92)
0 = ajay — Inv(asas) +7(a1bg + braz — Inv(asby + asbs))
ko kl
—|—7'2(blbg — [nv(bgb4)) (493)

ko
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Die Koeffizienten von Formel (4.88) besitzen folgende explizite Darstellung:

0 —ki1ps
[/(Ttr = ]{/‘22])3 und [(Ttt = —k12p3 . (494)
kyaps — pa —ki3ps + p1

Dabei ist KTt; 7-Teil und KTt, der Rest-Teil von KT1l.. Geometrisch 148t sich dies kaum
interpretieren, da es sich um einen algebraischen Trick handelt. Fiir die Koeffizienten

des Polynoms ergibt sich folgende explizite Darstellung:

ke = [AB(K”t,)][A’B'(K"t,)] — Inv[AB'(K”t,)][A'B(K't,)] (4.95)

ki = [AB(KT1,)][A'B'(K"t,)] + [AB(K"t,)][A'B'(K"t,)]
—Inv[AB'(K™1,)][A'B(K"t,)] — Inv[AB'(K"1,)][A’B(K™1,)] (4.96)

ky = [AB(KT1,)][A'B'(K't,)] — Inv[AB'(K"t,)][A'B(K*t,)]. (4.97)

Da A, B, A’, B’, Inv bekannt sind, sind bei gegebenem Epipol p = (p1,pa,p3)T die
einzigen Unbekannten die internen Kameraparameter. Diese lassen sich durch weitere

Epipole und die aufgestellten Kruppagleichungen bestimmen.
Vorteile der Darstellung der Kruppagleichungen in Brackets

Eine Formulierung der Koeffizienten der Kruppagleichungen in Form von Brackets er-
moglicht eine geometrische Untersuchung der Gleichungen. Der Schwerpunkt liegt darin,
zu untersuchen, wann die Gleichungen trivial sind, oder stark vereinfacht werden kénnen.
Zunachst werden ko und kg untersucht, kg erfiillt nach Gleichung(4.95) folgendes:

ko = ajaz — Inv(azay) (4.98)
= [AB(K"{)][A'B'(K"1,)] — Inv[AB'(KT1,)]J[A'B(K™t,)]  (4.99)
1 2 0 i1 0
= det| 1 1 kaaps det| 0 0 koops — (4.100)
0 0 Fkosps — p2 L i kosps — p2
11 0 i1 0
Inv det| 7 0 koaps det| 0 1 kaaps ) (4.101)
0 4 hosps — p2 L 0 kasps — p2
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ko erfiillt analog folgendes:

k‘g = blbg — [n’l)(bgb4) (4102)
= [AB(KT1)][A'B' (K"t,)] — Inv[AB'(K"1,)][A'B(K"t,)] (4.103)
1 4 —kq1p3 1 —k11p3
= det 1 1 —klgpg det 0 0 —klgpg - (4104)
0 0 —kisps+p I 4 —kisps +p
1 1 —k11ps V) —k11ps
Inv det 0 —klgpg det 01 —k‘lgpg . (4105)
0 ¢ —kisps+p I 0 —kisps+m

Eine Untersuchung von ky ist zwar moglich, gestaltet sich aber ungleich schwieriger, da
k1 nach Gleichung (4.96) mehr Koeffizienten als kg und ky besitzt. Im Gegensatz zu
den Kruppagleichungen aus Abschnitt 4.3 erhdlt man als algebraisches Ergebnis zwar
dasselbe Polynom, in der Bracketdarstellung bleibt jedoch die Interpretation erhalten,
und ko und ky kénnen geometrisch interpretiert werden:

Dabei wird vor allem ausgenutzt, dal der Wert eines Brackets mit dem Wert der ent-
sprechenden Determinante iibereinstimmt. Der Wert einer Determinante ist Null, wenn
der Rang der entsprechenden Matrix kleiner als drei ist. Es ist ersichtlich, da8 fiir p3 = 0
die internen Parameter wegfallen und ein triviales Polynom aufgestellt wird. Der Wert
p3 = 0 bedeutet, dafl der Epipol im Unendlichen liegt, somit muf} es zu einer Translation
entlang der Bildebene gekommen sein, da nur fiir diesen Fall die Epipole im Unendlichen
liegen.

Andere Fille, die zur Reduktion des Polynoms fiithren, wie —ki3ps + p1 = 0 oder
kosps — p2 = 0 sind offensichtlich, da in den entsprechenden Brackets der Rang zwei
erzeugt wird, und somit die Werte der Brackets Null werden. Der Epipol ist im Bild in
der Regel mit p3 = 1 normiert, durch einsetzen erhilt man dann die Aussagen ki3 = p;
und ko3 = po, die zu einer Reduktion des Polynoms fithren. Geometrisch kommt es also
zu einer Uberlagerung eines Wertes der internen Kameraparameter mit dem Wert des
Epipols im Bild. Man erhilt iiber die Untersuchung der Brackets ein einfaches Verfahren
zur Erkennung, ob Polynome zu trivialen Kruppagleichungen fiihren.

Interessant ist auch, da} kg = 0, bzw. ky = 0 selbst Kegelschnittgleichungen darstellen.
Fir &y gilt diese Aussage nicht. Damit Kruppagleichungen nicht trivial werden, sollte
natiirlich kg # 0 und ky # 0 gelten. D.h. KTt bzw. KTt, sollten nicht im Bild des abso-
luten Kegelschnitts liegen. Eine solche Beobachtung ist in der Literatur meines Wissens

nach bisher nicht zu finden.
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4.5 Verwendung des Theorems von Pascal zur Selbstkalibrierung

In diesem Abschnitt wird das Theorem von Pascal aus Abschnitt 2.6.2 zur Selbstka-
librierung verwendet. Eine Eigenschaft des Verfahrens zur Selbstkalibrierung tiber die
Kruppagleichungen ist, dafl Bildpunktkorrespondenzen von mindestens vier verschiede-
nen Kamerabildern erforderlich sind. Die Motivation dieses Abschnitts besteht darin,
ein Verfahren zu entwickeln, mit dem man schon zwischen zwei Kamerabildern intern
kalibrieren kann. Dazu wird das Theorem von Pascal verwendet:

Das Theorem von Pascal besagt: Fiir sechs Punkte auf einem Kegelschnitt gilt:

(@ Ab)V(c"Ne))N((b'Ae)V (a"Na))A((anc)V (b'Ab)) =0. (4.106)

’ !’ !’

oy

Abbildung 28, bzw. Abbildung 5, verdeutlichen dieses Theorem. Die a, b, a’,b’, ¢’ sind

Abbildung 28: Skizze zum Theorem von Pascal: Die o} liegen auf einer Geraden.

dabei die Bilder von A, B, C’, A’, B’. Sie besitzen analog zum Abschnitt 4.4.1 die Ge-
stalt
a = K[R|0]A, b= K[R|0]B, a' = K[R|0]A’, b' = K[R|0]B’', ¢ = K[R|0]C".

Analog zum vorherigen Abschnitt wird ¢ = KK7l, gesetzt. Abbildung 29 verdeutlicht
das Szenario. Die Vektoren e;2 und es; stellen die Epipole dieser beiden Kamerabilder
dar. Es gilt: af, = (b’ Ac) V (@’ A a) = [b'ca’la — [b'cala’ und entsprechendes gilt fiir
die anderen a. Die o sind also Schnittpunkte von Geraden in der Bildebene.

Wie im vorherigen Abschnitt kann die Rotation der externen Kameraparameter durch
eine geschickte Wahl von A,...,C’ eliminiert werden. Da das Theorem von Pascal gilt,
kann man fiir die internen Kameraparameter folgende Umformungen und Vereinfachun-

gen durchfithren:

I I ! _
a, NayNay = 0&
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Abbildung 29: Das Theorem von Pascal in den Bildern des absoluten Kegelschnitts.

(af Nay Nag)s = 0&
det(a, o, a3) = 0. (4.107)

Dabei bezeichnet det(af, al, af) die Determinante der durch o induzierten Matrix.

Der Punkt o) kann weiter umgeformt werden:

o) = (a’Ab)V(cNe) (4.108)
[a’bc’le — [a'bec! (4.109)
(KA")YKB)KCH|(KK"l,) - (KA (KB)(KKTl.)(KC") (4.110)

= det(K)K([A’BC'|(K"l,) — [A'B(K"l.)]C") (4.111)
= det(K)K(ay). (4.112)

Wihrend oy einen Punkt im Unendlichen beschreibt, ist o ein Punkt der projektiven

Ebene und ist als Projektion von a zu interpretieren. Dabei wird wahrend der Projek-

tion bei den gewahlten Punkten A, B, C’, A’, B’ die vierte Komponente des Vektors,

die Null ist, vernachlassigt, da K eine dreidimensionale Matrix ist und in der projektiven

Ebene gearbeitet wird. Uber Gleichung (4.112) gelingt es den Punkt o der projektiven

Ebene auf ay zu beziehen. Ahnliches 148t sich fiir az und a3 durchfiihren. Einsetzten

von Gleichung (4.112) in Gleichung (4.107) liefert:
= det(af,al,a}) &

0
0
0
0
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0 = ([A'BC(KT1L.) - [A'B(KT1.)]C") A ([B'(KT1,)A"|A — [B'(KT1.)A]A") A
(IA’AB'|B - [C' AB|B'). (4.117)

Die internen Kameraparameter sind wie im vorherigen Abschnitt nur noch in K71, ge-
geben.

Der rechte Punkt af ist dabei ein invarianter Punkt, da fiir diesen Punkt nur vorgege-
benen Punkte aus Formel (4.58) verwendet werden. Es wird in der projektiven Ebene

P? gearbeitet, ¢ sei also wieder definiert als ¢ = K K71, mit:

1
le=1|p2 | x| 7| (4.118)
P3 0

Als néchstes erfolgt eine Untersuchung der homogenen o, da

. [e751

a1 s

7 __ . Q50
o= | ay |~ | 22 (4.119)

(8775} 1

Vorausgesetzt sei eine Rotation f; und Translation ¢; zwischen den Kameras. Die inter-

nen Parameter des Lochkameramodells seien

kll kl? k13
[\/7 — O ]{/‘22 ]C23 . (4120)
0 0 1

Damit ergibt sich fiir die Projektionsmatrizen:

100 0
P, = K|0100 (4.121)
0010
-1
P, = P1[1|0]<§RT1 tl) : (4.122)
oI 1

Fir die optischen Zentren ergeben sich in Analogie zu Abschnitt 4.2:

C; = (0,0,0,1)7, Cz = [R|t1]C1.

Die Epipole sind damit ez; = P,Cy, €12 = P Cs.

Fiir die folgenden Berechnungen ist es zunédchst einfacher, feste Werte fiir Ry bzw. ¢,
anzunehmen, da sie spater als gegeben vorausgesetzt werden und unabhangig von den
eigentlichen Variablen sind. Ebenfalls sei vorausgesetzt, dafl die internen Kamerapara-
meter der Projektionsmatrizen gleich seien. Eine Verallgemeinerung erfolgt spéter.

Bevor die Invarianzeigenschaften der o allgemein berechnet werden erfolgt zum besseren
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Verstandnis ein kurzes Beispiel, welches die Struktur der Invarianten und die Vorgehens-

weise zur Ermittlung der o genau beschreibt. In diesem Beispiel sei

0 —1 0 2
Ry by 1 0 0 —1
- . 4.123
(0§ 1) 0 0 1 3 (4.123)
0 0 0 1

Damit lafit sich nach Gleichung (4.122) die Projektionsmatrix P, berechnen. Eingesetzt
ergibt sich fiir die allgemeinen Epipole:

€21 = (ki1 + 2k12 — 3ki3, 2kgy — 33, —3)T7 e12 = (2ki1 — k12 + 3ki3, —koo + 3k23,3)T-
Mit dem Epipol e;2 wird nun weitergerechnet, d.h. die folgenden Betrachtungen gelten
im ersten Kamerabild. Die nachsten Schritte kénnen auch mit dem anderen Epipol im
zweiten Kamerabild durchgefithrt werden und liefern dhnliche Ergebnisse. Dies wurde
iiber eine Simulation in MAPLE bestitigt. Fiir den Epipol ey, ¢ = KKTI, und die
Werte aus Gleichung (4.58) eingesetzt in die Gleichungen (4.108) und (4.117) gilt:

o = (a'Ab)V(c'A(KKTL)) (4.124)
= [A’BC'|(K"l,) - [A'B(K"l.)C’ (4.125)
(=34 3i)knT
= 3ki1m — thkioT + 1koo + 21k T — k127 + 3koo (4.126)
1k T + 3kioT — 3kog + tkioT — 1koy
ay = (V'A(KKTL))V(a'Aa) (4.127)
= [B'(KTI.)A"lA — [B'(K"l,)A] A’ (4.128)
—3iki T — 2k197 + 2Ky — 2k T
— —6i (ko7 — kag) : (4.129)

_SkllT - 4ik127‘ + 4ik22 + 2’ik117‘

In diesem Kegelschnitt ist o ein fester Punkt fiir den gilt:
1—2
ay =(ANC")V(B'AB)=| 1—1
2
Da das Theorem von Pascal gelten muf}, erhdlt man beim einsetzen von Gleichung
(4.126), (4.129) und o = (1 — 7,1 — i,2)” ein Polynom zweiten Grades in 7:

—40ik},* — 52k} 72 — 161k Thog + 161k, 72k19 — 40iks, + 80iki9Tkoy = 0. (4.130)

Dieses Polynom 1aft sich nach 7 16sen. Dabei existieren im allgemeinen zwei Losungen,
von denen eine beliebig gewahlt werden kann. Algebraisch ist dies damit zu erklaren, dafl
die Gleichung quadratisch in 7 ist, geometrisch dadurch, dafl von einem festen Punkt zu

einem Kreis stets zwei Tangenten existieren.

16ik11]€22 — 80’”{12]622 + 24\/ 14k11k22
T .=
2(—40ik?, — 52ik?, + 161k ki2)

(4.131)
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4 Kameraselbstkalibrierung

Dies kann man in die o’. einsetzen und erhilt fiir die homogenen Koordinaten:
2

) — (211 — 10Ky + 3iky V14 4 8ikyg + 2k19v/14 — 10iky + 2v/14ky;)
= : . , : (4.132)
2@]611 - 102k12 - 3'\/ 14]611 - 4]612 - 4@]612\/ 14 — 16]611 + 2@]611\/ 14
, 2i(—2ikyg — 3k12V/14 + 13ik11)
Qg = ; 5 - - (4.133)
22]€11 - 102]612 - 3\/ 14]€11 - 4]€12 - 42]€12\/ 14 — 16k11 + 22]€11\/ 14
) (1 — i) (2ik1y — 10tk — 33/ 14kyy)
Qy = . . , , (4.134)
5]€11 — 4]612 + Zkll\/ 14 + 21k12 + 3]612\/ 14 — 132]611 + ’Lklg\/ 14

112kq1 + 8iki2 + 3V14k1 — 6k1o — tkiovV 14 — 3k11 + 20k11V 14 — 3k12V 14
5]611 - 4]612 + 'ikll\/ 14 + Qik12 + 3k12\/ 14 — 13'[]611 + ik12\/ 14 .

0/22 =
(4.135)

Wenn man nun senkrechte Bildachsen zugrunde legt, wie es bei einem CCD-Chip an-
genommen werden kann, ergibt sich nach Gleichung (4.4) ki, = 0. Eingesetzt in die

Formeln (4.132)-(4.135) ergibt sich:

2i — 3y/14 + 10 + 2iv/14
of, = 2z3vl+I0+2 (4.136)

24314 + 160+ 214
1

0/12 = 26

. 4.137
2+ 3i\/14 + 161 + 21/14 (4.137)
, (1 +1)(—2i + 3v/14)

- . (4.138)

—5i + /14 — 13

, —11 4 3iy/14 — 3i — 2/14

ahy = — : . (4.139)

—5i + /14 — 13

Dies sind feste, von K unabhangige Werte, die beziiglich K invariant sind. Lediglich die
Verschiebung zwischen den Kameras hat diese Gestalt beeinflufit. Obwohl der absolute
Kegelschnitt invariant beziiglich der externen Kameraparameter der Projektionsmatrix
ist, erhalt man hier iiber den Epipol Elemente der externen Kameraparameter, da diese
die Lage des Epipols und damit die Tangente zum Kegelschnitt beeinflussen. Die Inva-
rianten sind komplexe Briiche und algebraisch nicht trivial.

Um obige Berechnung allgemein darstellen zu kénnen, sei

r = (ri,r2,m3)T = [I0][R]t1]"1C1 und s = (s1,59,83)T = [I|0][R:]t1]C1.

In » und s wird die relative Verschiebung der Kameras zueinander zusammengefasst.
Damit ist ez; = K[I|0][R:|t:1]7'C;1 = K7 und e15 = K[I|0][R[t1]C1 = Ks.

Die Epipole kénnen auf diese Weise kompakter beschrieben werden. Fiir a; erhélt man

fiir die homogenen Koordinaten (u.a.) folgende allgemeine Ausdriicke:

Oé/ _ (—s3s152+iss sg(s?—l—sg—}—sg)—isg —i53s?—|—51 sg(s?—}-sg—l—sg)—i@sg) (4 140)
1 (—ts3s1s2—s3 \/53(5?4-5%—}—5%)—5;’)—535%—}—2'51 \/sg(s?+s§+s§)+525§)
_9 2, .2
o, = os5to) (4.141)

- 2/(.2 2 2 3 2 - 2/(.2 2 2 2
—153 5951 —53 \/53 (s7+s3+s3)—s3—s357 +is1 \/53 (s7+s3+53)+s253
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4.5 Verwendung des Theorems von Pascal zur Selbstkalibrierung

—1=1)(is1 504++/82(s2+s2+52))s
0/12 = (2 2 )(2 122 23( 13 : 3)2) 32 20 2 ren o2 (4142)
—2535152—53\/53(51+52+53)+5351+53+51\/53(51+52+53)—25253
1(15351 50+5 \/52 s2452452)+is14/52 (52452 +52) 45952 +is552+152
Oé/22 — (isss152+s3 3(1 2 3) 1 3(1 2 3) 253 35 3). (4143)

: 2(.2 2 2 2 3 2(.2 2 2 : 2
—1535152—53 \/53(51 +s5453)+sasi+ss+s1 \/53(51 +s5453)—isas]

Es ist zu beachten, dafl die internen Kameraparameter wegfallen. Dies kann man fiir

ein Kalibrationsverfahren verwenden. Vorausgesetzt seien die Epipole €15, €21 sowie die

0, \
i
Ki[Rulty] Kal Raltn]
Kol
@C] T -y

C, &

Rolty] o @ ®
1

V| e e ® ®

Abbildung 30: Szenario der Selbstkalibrierung: Punktkorrespondenzen und der absolute
Kegelschnitt.

relative Verschiebung der Kameras zueinander. Wenn die Projektionsmatrix P; die Ge-
stalt P, = K[I]0] besitzt, ist die relative Verschiebung der Kameras nach Abschnitt 4.2
in den externen Kameraparametern der Projektionsmatrix P, gegeben. Abbildung 30
verdeutlicht das Szenario. Das Verfahren wird in den folgenden Schritten zusammenge-

faBt:

1. Berechnung der Invarianten a;’. Dafiir bieten sich obige allgemeine Formeln (4.140-
4.143) an. Bei zwei Epipolen (eine Verschiebung) ergeben sich dabei acht Invari-

anten, da jeder Epipol fiir homogene a, a;, vier Invarianten liefert.

ki 0 kis
2. Man setzt K = 0 koo koz | und berechnet /.. Zur Erfilllung des Pascalschen
0 0 1

81



4 Kameraselbstkalibrierung

Theorems wird ein Gleichungssystem nach 7 gelést, man erhélt eine Darstellung
der homogenen o, in denen die Unbekannten von K vorkommen. Man erhélt ein
Polynom mit den Unbekannten von K, da diesmal fiir den Epipol ein fester Wert

eingesetzt wird.

3. Da die o) konstant sind, kann man acht Gleichungen aufstellen und nach den

Unbekannten von K l6sen.

Nach der Beschreibung eines Verfahrens zur Selbstkalibrierung bei sich @ndernden inter-
nen Kameraparametern werden in Kapitel fiinf Versuchsergebnisse in einer Simulations-
umgebung durchgefithrt und genauer analysiert. Bei den Gleichungen gibt es &hnlich
wie bei den Kruppagleichungen Fille, zum Beispiel bei trivialen Verschiebungen oder
Null-Rotationen, in denen ein nicht 16sbares Gleichungssystem aufgestellt wird. Da in
der Praxis aufgrund von MeBungenauigkeiten mit nicht exakten Epipolen zu rechnen
ist, miissen Fehlerminimierungsverfahren angewendet werden, um entsprechende Ergeb-
nisse schatzen zu kénnen. Auf die numerischen Probleme des Verfahrens in praktischen

Beispielen wird in Abschnitt 5.3 genauer eingegangen.

4.5.1 Selbstkalibrierung bei verianderten internen Parametern

Vorausgesetzt seien zwei Kameras mit den Projektionsmatrizen P; und P, mit K und
K’ als unterschiedlichen internen Parametern. Faugeras und Luong erwadhnen in der
Literatur([11]) folgende Idee zur Selbstkalibrierung: Statt im zweiten Kamerabild /. zu

betrachten, mit

Pl 1
=1y | x| 7 (4.144)
8 0

und iiber (1,7/,0)7 eine Gerade tangential zum Bild des absoluten Kegelschnitts im zwei-
ten Kamerabild zu erzwingen, geniigt es auch, die Multiplikation von der Fundamental-
matrix F mit (1,7/,0)7, also F'(1,7',0)T zu betrachten. Denn falls (p!, p}, p5)T x (1,7',0)T

tangential zum Bild des absoluten Kegelschnitts im zweiten Kamerabild ist, dann ist

1 P 1
Fl o ~|p | x| |=L (4.145)
0 Ph 0

ebenfalls tangential zum Bild des absoluten Kegelschnitts im zweiten Kamerabild. Es

gelten weiter folgende Berechnungen:

a b =x

Lemma 4.4 Die Fundamentalmatriz F' habe die Gestall F' = | ¢ d y |.7 und 7'
n om z

kénnen tber T = i_l"fs:: in einen projektiven Zusammenhang gebracht werden.
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4.5 Verwendung des Theorems von Pascal zur Selbstkalibrierung

Beweis : In der folgenden Gleichungskette bezeichne ~ die Normierung mit einem
geeigneten Skalar. Da skalare Vielfache in der projektiven Geometrie unerheblich sind
(vergleiche Abschnitt 2.6.1), ist dies zulassig.

T €1 1
1 = es | x| T (4.146)
—eq + Ty 1 0
1 a b =z 1
~F| 7 = c d y T (4.147)
0 n m z 0
a+ br' ij__s::
= c+drt ~ 1 ) (4.148)
n ot mr st

Man erhélt unter anderem den Ausdruck 7 = f_ts:,, wie in der Literatur([11]). ged

Auf diese Weise kénnen 7 und 7’ analog zu Abschnitt 4.3, Formeln (4.34)-(4.36) iiber
einen geeigneten Faktor aufeinander bezogen werden. Néhere Informationen sind der
Literatur ([11]) zu entnehmen.

Das heift, anstatt die beiden Gleichungen [T Bl, = 0 und [T B'l. = 0 aufzustellen, geniigt
es, I"Bl. = 0 und (F(1,7,0)7)TB(F(1,7',0)T) = 0 zu verwenden, um Gleichungen fiir
eine Kalibrierung der Kamera beziiglich des ersten Kamerabildes zu erzwingen. Dies kann
man auch bei dem Kalibrationsverfahren iiber das Theorem von Pascal verwenden, da
sich F' wieder invariant auf die a;; auswirkt.

Bevor ein allgemeiner Fall betrachtet wird, ist es zunéchst anschaulicher ein Beispiel zu
betrachten. In diesem Beispiel sei die Rotationsmatrix wie in Abschnitt (4.5) Formel
(4.123) definiert. Zur Herleitung dieser Eigenschaft wurde ein Programm in MAPLE
geschrieben, das folgendermaflen arbeitet:

Die internen Kameraparameter seien in den jeweiligen Projektionsmatrizen

ki 0 Ky Ky 0 Ky
[/( == 0 k‘gg kgg ) [/(/ == 0 [/(22 [/(23 . (4149)
0 0 1 0 0 1

Damit ergibt sich fiir die Projektionsmatrizen

100 0

P=K[0100 (4.150)
0010

P o= K'[I0][R|ta] . (4.151)

Zur Herleitung der Fundamentalmatrix werden beliebige Punkte im Raum definiert und
abgebildet. Da m'T Fm = 0 fiir korrespondierende Punkte m’ ~ m nach Abschnitt 4.2
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4 Kameraselbstkalibrierung

Formel (4.11) gelten muf, kann fiir F55 = 1 ein Gleichungssystem aufgestellt und gelost
werden. Es ergibt sich hierbei

-3 Kookoo 0 _ (K11—-3K13)ko2 Koz
U - U2 -
F = 0 _31&1;# _k111ﬁ11(2£ﬂ222—31423) (4152)
(2k1143k13) koo Koo (k22—3k232)k11K11 1
v v2

mit vy = —3Kookaok13K13+koo Koo K1 ki3+koo Ko Ki1k11—2kgg Koo Kisky1 42k Ko K1k —
3kos Ko Ky1kiy.

P 1 1
Analog zum vorherigen Abschnitt wird statt I, = [ p, | x| 7' | diesmall, = FT | +/
s 0 0

betrachtet. Da das Theorem von Pascal gelten muf}, kann analog zum vorherigen Ab-
schnitt ein Gleichungssystem aufgestellt werden und nach 7’ gelost werden. Das folgende
Gleichungssystem lautet

(—42k%2k%1 (13[(222 + 10](1217'/2 — 4](22[(117'/))/((3](22]622k13[(13 + kgg](gg[(llklg
hog KosK11kiy — 2k Koy Ky3k1y + 2ko3 Koo Ky1k11 — 3kosKo3K11k11)?) = 0.

Es ergeben sich wieder zwei Losungen, von denen eine beliebige gewéhlt werden kann:
Algebraisch ist dies damit zu erklaren, dafl die Gleichung quadratisch nach 7 ist, geo-
metrisch dadurch, dafl von einem festen Punkt zu einem Kreis stets zwei Tangenten

existieren.

r 4Ky K1 + 61Ky K11V 14
- WKE)

- (4.153)
Die Losung kann wieder in die homogenen o eingesetzt werden, und fiir die festen Werte
der Rotationsmatrix aus Formel (4.123) ergibt sich:
i(=he—444V/14
oy = A R ) (4.154)
5+ 2+ 20/ 14
, —24 3V/14

_ 4155

“a 5i+2 + 2iv/14 (4.155)
10 — 105

o, = d (4.156)

—4i — 2 4 3i\/14 — /14
. _ 846i—VT4+3iVT4

al, = . 4.157
22 —4i — 2+ 3i/14 — /14 ( )
1—1
Dabei ist ag = 1—1 wieder invariant. Genau wie in Abschnitt 4.5 kommen in

2

diesen Termen die internen Parameter nicht mehr vor, sie sind also invariant beziiglich
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4.5 Verwendung des Theorems von Pascal zur Selbstkalibrierung

der internen Kameraparameter. Die festen Werte hangen nur von den externen Kame-
raparametern, beziehungsweise von der relativen Verschiebung der Kameras zueinander
ab.

Um obige Berechnungen allgemeiner zu beschreiben, sei wieder von vorn herein k2 = 0,

da die Formeln sonst sehr uniibersichtlich werden.

ki1 0 FKis
[f( = 0 ]{722 ]{?23 . (4158)
0 0 1
Py habe folgende Gestalt:
1 0 00
P=K]0100 (4.159)
0 010
Die Rotation und Translation sei:
rie Tz Tz b
r r r t
[Ry|te] = 21 T22 T2z 1o (4.160)
r3; T3z T3z I3
0 0 0 1

P, kann ebenfalls symbolisch iiber ein Programm wie MAPLE berechnet werden. Die

Fundamentalmatrix 1aBt sich wie folgt beschreiben:

F = K TEK'™! (4.161)
T . . -1
kii 0 Ky Enw By By Ky 0 Ky
= 0 kgg kgg E21 E22 E23 0 [(22 [(23 . (4162)
0 0 1 FEay FEsy FEss 0 0 1

Nach Abschnitt 4.2 ist die Matrix F die sogenannte Essential-Matrix mit den externen
Kameraparametern F = [t1],;. Wenn man nun die homogenen o berechnet, ergibt

sich als allgemeine Darstellung:

ofy = i(iEnEy, + iEnESy — iE13Ey Eyy — 1By Es By
—ili9\/v3 + By EYy + By B3y — Esa By By — EayFsy Esy
—Fyo0/v3 — EsnE}y — Es1Eyy + EsoFy Erg + EsgEo Eag + Fs3/vs)/
(iE11 By + i BBy — i B2 By Eyy — 1 E1gEsy Esy — i E1ay/vs —
E31E122 — E31E222 + Eso By Eva + Esg By Eog + Esgn/vs —
En B2, — EnE2, + EsoEii Bra + By B Esy + Faa\/v3) (4.163)
ay, = 2(—E21E122 - E21E322 + Ey B By + By Es Esy + Egn/vs)/
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4 Kameraselbstkalibrierung

(iE11 B3y + iEn By — iE12Ey By — i B9 Fsy Esy

—1Fy94/v3 — E31E122 — E31E222 + Eso B B + EsgFoi Eog + Fsgy/vs —

En By — EnE3 + ExEri Fig + By Fsi Esy + Fa\/v3) (4.164)
oy = (1=i)(EnEy, + EnEs, — EiyEy By — E3Es Esy — Fiay/03)/

(—iEnE;y — iEnEsy + iE12FEy Foy + i E13Esy Esy

+iF19y/03 — By EYy — Ey1ESy + EsEr1 Fry + By Fs Esy

+ Eaya\/v3 — 1E31 B}y — iE51 EYy + i B3y By By

+iE53Ea1 Fag + 1F394/v3) (4.165)
ahy = —(EnEd, + EnE}, — EigEy By — EinEs1 Esy — Eiz\/vs

—iE31E122 — iE31E222 + 1B B Brg + 1 Esa Fg B

+1F394/v3 — E21E122 — E21E§2 + Eoo by By + EyoFs Fsy
+E22\/@)/(—iE11E222 — 'iE11E§2 + 1 B3 g By

+iF2Fsy Esy + 1 Eig/vs — E21E122 — E21E§2

+FEyFE11 Frg 4+ EaaFsi Esg + Fagy/vs — z'E31E122

—iE31E222 + i Bsa F11Frg 4 1 Fsa By Fog + i E3a4/v3) (4.166)

v3 = 2001 B9 091 By + 2F11 FroFsy Fsg 4+ 2E9 Fag Fisy Fisg
—EL, B3 — EL B3, — BB — ELEY — ELES — ELEL. (4.167)

Die internen Kameraparameter kommen nicht mehr vor.

Ein Kalibrationsverfahren bei verdnderten internen Parametern hat folgende Gestalt:

1. Als Voraussetzung seien die externen Kameraparameter Ry, t; sowie Bildpunkt-

korrespondenzen P1 X1 ~ P, X1, PiXs ~ P, Xs, ... PLX, ~ P,X, (n > 8) gegeben.

2. Man berechnet die Invarianten af. Dafiir bieten sich zum Beispiel obige Formeln

(4.163-4.166) an.

3. Aus den Bildpunktkorrespondenzen wird die Fundamentalmatrix geschéatzt. In der
Literatur ([11]) wird von Faugeras, Luong und Maybank folgender Ansatz vorge-
schlagen:
min{d(m'T, Fm)? + d(m", FTm/)?}.

Ahnlich wie die Fundamentalmatrix geschitzt wurde, kann auch der Epipol geschitzt

werden:
min | Fpll3 - o) = 1}
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4.5 Verwendung des Theorems von Pascal zur Selbstkalibrierung

ki 0 kis
4. Man setzt K = 0  koy koz | und stellt Gleichungen analog zu vorher auf,
0 0 1

statt I/ verwendet man F'(1,7/,0)T. Diese Gleichungen koénnen zur Erfiillung des
Pascalschen Theorems nach 7/ und 7 geldst werden. Die Losung wird in die of;

eingesetzt, die mit den Invarianten iibereinstimmen miissen.
5. Die Gleichungen werden gelost, um die internen Kameraparameter K zu erhalten.

Da in der Praxis wieder mit verrauschten Daten gerechnet werden muf}, die zu einem
in der Regel nicht 16sbaren System von Gleichungen fiithren, ist die Anwendung von
Schatzverfahren angebracht, die den Fehler minimieren und so die internen Parameter

schatzen.
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5 Experimente zur Selbstkalibrierung

5 Experimente zur Selbstkalibrierung

In diesem Kapitel erfolgt eine genauere Untersuchung des Verfahrens zur Selbstkali-
brierung iiber das Theorem von Pascal. Im ersten Abschnitt wird in einer Simulati-
onsumgebung untersucht, wieviele Verschiebungen fiir eine vollstandige Kalibrierung
notwendig sind. Verschiedene Arten von Rotationen und Translationen werden dabei
betrachtet. Es werden Rotationen um ein, zwei oder drei Achsen oder Verschiebungen
entlang einer Achse, Ebene oder im dreidimensionalen Raum untersucht. Dann erfolgt
eine Rauschabschatzung des Verfahrens: Bildpunktkorrespondenzen von zwei Szenarien
werden verrauscht und die internen Kameraparameter geschétzt. Im zweiten Abschnitt
folgen zwei Beispiele mit echten Bildern. Beim ersten Beispiel wird dabei die Kamera
lediglich entlang einer Ebene verschoben und um eine Achse rotiert. Beim zweiten Bei-
spiel wird die Kamera entlang aller drei Achsen verschoben und um drei Achsen rotiert.

Abschnitt drei geht auf die numerischen Probleme des Kalibrierungsverfahrens ein.

5.1 Versuche in einer Simulationsumgebung

In diesem Abschnitt werden Versuche in einer Simulationsumgebung durchgefithrt. Da-
bei werden Punkte im dreidimensionalen Raum sowie die Projektionsmatrizen mehrerer
Kameras mit unterschiedlichen internen Kameraparametern vorgegeben. Die dreidimen-
sionalen Punkte werden abgebildet und als Bildpunktkorrespondenzen verwendet. Das
in Kapitel vier vorgestellte Verfahren zur Selbstkalibrierung tiber das Theorem von Pas-
cal wird auf diese Bildpunktkorrespondenzen angewendet. Das Ergebnis der Kalibration
kann dann mit den vorgegebenen Werten verglichen werden. In dieser Simulation wer-
den bis zu vier Kameras verwendet, deren Verschiebungen und Rotationen zueinander
bekannt seien. Da sich die internen Kameraparameter der Kameras verandern, wird das
Verfahren aus Abschnitt (4.5.1) verwendet. Es werden stets die internen Kamerapara-
meter der ersten Projektion ermittelt.
Die Matrix R; bezeichnet dabei eine Rotation um die i-Achse, analog zu Abschnitt 2.1.
ly
Der Translationsvektor sei | ¢, | und ¢; = 0 deutet an, dal die i—te Komponente der
ls
Translation Null sei. Da bis zu drei Verschiebungen stattfinden, die jeweils 8 Gleichun-
gen liefern (sieche Abschnitt 4.5.1), werden insgesamt bis zu 24 Gleichungen aufgestellt,
in denen nur noch die internen Kameraparameter ki1, ki3, ko und ky3 als Unbekannte
vorkommen. Das System wird kalibriert, indem der Fehler dieser Gleichungen minimiert

wird:

2
min{\/|eqn1|2 + ...+ |egnag|? k11 € R, kg € R k13 € R, ks € R}

Eine Beschreibung der verwendeten Minimierungsverfahren erfolgt in Abschnitt 5.3. Die

folgende Tabelle faBt die Ergebnisse in der Simulationsumgebung zusammen. Die fiinfte
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5.1

Versuche in einer Simulationsumgebung

Spalte gibt an, welche internen Kameraparameter mit diesen drei Verschiebungen in die-
sen Experimenten kalibriert werden kénnen und an einem Minimum in der Fehlerkurve
liegen. Die sechste Spalte gibt bei einer Kalibrierung aller Kameraparameter an, wieviel

Verschiebungen zur vollstandigen Kalibrierung nétig waren.

Nummer | 1. Bewegung 2. Bewegung | 3. Bewegung | k;; min. Anz.
1 Ry, t, =0 Ry, t, =0 Ry, t, =0 ki1, ki3, —, ko3

2 Ry, 6. =0 Ry, t- =0 Ry, t.=0 —, ki3, ko, kos

3 R, t, = R, 1, =0 Ry, t. =0 —, ki3, ko, ko3

4 R.R,, t, =0 RoRy, b, =0 | RoRy, £, =0 | —, ki3, koo, ks

5 R., R, K., t.=0 — e,

6 R, ki1, ki3, kag, kas | 1
7 R, ki1, ks, koo, kog | 1
8 R. ki1, ki3, kag, kas | 1
9 R.R, ki1, ki, koo, ko | 1
10 R.R, ki1, ki3, kag, kas | 1
11 R,R. ki1, ks, koo, ko | 1
12 R.R,R, ki1, ks, koo, kog | 1
13 R.,t.,=0 R., t,=0 ki1, ks, koo, ko | 2
14 R, t, =0 Ry, t, =0 ki1, ki3, kag, kos | 2
15 Ry, t:=0 R,, t, =0 ki1, ki, kog, Koz | 2
16 R.R,, t, =0 R.Ry, t. =0 ki1, kisy ko2, kog | 2

Tabelle 1. Abhéangigkeiten der internen Kameraparameter von der Bewegung der Kamera.

Eine Translation entlang aller Achsen wird in der Tabelle nicht vermerkt. Wenn das Mi-
nimum des Fehlerpolynoms fiir eine Unbekannte £;; im Unendlichen angenommen wird,
kann die Unbekannte k;; € IR nicht bestimmt werden und ist undefiniert. Abbildung 31
zeigt typische Kurven, die wahrend der Versuche beobachtet wurden. Um zweidimensio-
nale Kurven zu erhalten, wurden dabei zwei Werte festgesetzt. Dabei wurde beobachtet,
dafB eine Veranderung der festen Werte nichts an der Gestalt der Fehlerkurve dndert. Le-
diglich das globale Minimum (falls vorhanden) verschiebt sich. Die Simulationen zeigen,
dafl es moglich ist, schon zwischen zwei Bildern zu kalibrieren. Eine solche Aussage ist
in der Literatur (u.a. [11, 26, 23]) meines Wissens nach bisher nicht zu finden. Ein Pro-
blem des Kalibrationsverfahrens iiber Kruppagleichungen besteht darin, dal mit einer
Verschiebung nur zwei Kruppagleichungen aufgestellt werden, so daf fiir ein vollstandig
l6sbares System drei Verschiebungen zwischen vier Bildern nétig sind. Bei dem Kali-
brationssverfahren tiber das Theorem von Pascal werden mit einer Verschiebung acht

Gleichungen aufgestellt, so dafl fiir ein vollstandig l6sbares System u.U. nur eine Ver-

89



5 Experimente zur Selbstkalibrierung
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Abbildung 31: Typische Fehlerkurven der Simulationsumgebung. Die Werte ki3 und ka3
wurden mit festen Werten belegt und das Fehlerpolynom an den Stellen

k11 und Koy ausgewertet.

schiebung nétig ist. In der Praxis ist man stets an einer vollstdndigen Kalibrierung inter-

essiert. Bei gegebenen internen Kameraparametern ist es moglich, iiber eine Zerlegung
der Essentialmatrix E (siehe Abschnitt 4.2)

F=KTEK'< K'FK =FE (5.1)

die externen Kameraparameter zu ermitteln. Dies 1aBt sich nach einer Schatzung der
internen Kameraparameter auch hier durchfithren. Auf diese Art kann man neue exter-
ne Kameraparameter schitzen und vergleichen und so einen Iterationsprozefl zur Kali-
brierung durchfithren, indem man diese Parameter zur erneuten internen Kalibrierung
verwendet.

Als néchstes erfolgt im Rahmen der Simulationsumgebung eine Rauschabschatzung des
Verfahrens zur Kalibration tiber das Theorem von Pascal. In einer Simulationsumgebung
wird ein reales Szenario simuliert. Es werden Punkte im Raum definiert, die abgebildet
werden und als nicht verrauschte Punktkorrespondenzen verwendet werden kénnen. In
dieser Simulation wurden jeweils 12 Bildpunktkorrespondenzen verwendet. Dann werden
die Positionen der Punkte mit normalverteilten Storwerten verrauscht und verrauschte
interne Kameraparameter ermittelt. Die Ergebnisse sind den folgenden Tabellen zu ent-
nehmen. Fiir die Ergebnisse der letzten Spalte wurden in das Fehlerpolynom die exakten
internen Kameraparameter eingesetzt. Dadurch 18t sich eine Grundfehlerabschiatzung
durchfiithren. Die Verschiebung selbst erfolgt entlang aller drei Achsen. Die internen Ka-
meraprameter seien ki1 = ko = 500 und ki3 = ko = 256. Es wird also ein quadratisches
Bild der Grofle 512 x 512 Pixel angenommen.
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5.1

Versuche in einer Simulationsumgebung

Im ersten Versuch wurde bei den externen Kameraparametern um eine Achse rotiert.
Dies entspricht Tabelle 1, Versuch 7.

Rauschen(Pixel) | k11 | k13 koo kos err(ex)

0 500 | 256 500 256 10-8

0.1 505 | 259 509 261 0.001440
0.5 504 | 259.5 | 503.5 | 258 0.004897
0.75 498 | 254 503.5 | 258 0.001668
1 482 | 242 485 254 0.011517
1.25 473 | 220 440 238 0.031206
1.5 517 | 272 518 266 0.015

2 508 | 262.5 | 504 258.5 | 0.006114
2.5 515 | 268 501.9 | 257 0.011393
3 510 | 265 524 276 0.011440

Tabelle 2. Schétzung der internen Parameter bei einer Rotation um die y—Achse.

Im zweiten Versuch wurde bei den externen Kameraparametern um alle drei Achsen

rotiert.

Rauschen (Pixel) | k11 | ki3 koo ko | err(ex)

0 500 | 256 500 256 | 1078

0.1 500 | 255.5 | 501 258 | 0.000659
0.5 498 | 254 499 255 | 0.001031
0.75 496 | 252 505 261 | 0.004013
1 508 | 263 508.5 | 266 | 0.004656
1.25 494 | 250 514 272 1 0.010244
1.5 502 | 255 488 240 | 0.007613
2 524 | 276 487 242 1 0.017349
2.5 490 | 252 540 334 | 0.025362
3 502 | 258 522 284 | 0.013075

Tabelle 3. Schétzung der internen Parameter bei einer Rotation um alle Achsen.

Eine Grundtendenz ist den Tabellen neben einigen Ausreiflern deutlich zu entnehmen: Je
genauer die Punktkorrespondenzen bestimmt werden, umso genauer ist das Verfahren.
In der Literatur ([23]) wurden Rauschabschatzungen der Kruppagleichungen in einem
ahnlichen Stil gemacht. Es 148t sich sagen, dafl das Verfahren zur Selbstkalibrierung tiber

das Theorem von Pascal gleichermaBen rauschempfindlich ist, wie die Kalibrierung iiber
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5 Experimente zur Selbstkalibrierung

das bisher verwendete Verfahren der Kruppagleichungen.

5.2 Versuche mit echten Bildern

Es folgt die Anwendung des Verfahrens auf praktische Beispiele. Auf die Numerik zur
Schétzung der Fundamentalmatrizen, Epipole oder Fehlerminimierungsverfahren wird in
Abschnitt 5.3 eingegangen. Bei den Versuchen wird zuerst ein degenerierter Fall gewéhlt,
bei dem ein Kameraparameter in der Simulationsumgebung nicht ermittelt werden kann.
Ziel ist es herauszufinden, ob sich durch Rauschbeeinflussungen trotzdem lokale Minima
fiir diesen Kameraparameter bilden. Im zweiten Beispiel wird ein Fall gewahlt, bei dem
in der Simulationsumgebung schon zwischen zwei Bildern kalibriert werden kann. Ziel

ist es herauszufinden, ob dies trotz Rauschen auch in echten Bildern moglich ist.

5.2.1 Kalibrierung bei Rotation und Translation in einer Ebene

Vorausgesetzt sei die Bildfolge in Abbildung 32. Die Bilder wurden mit der rechten Ka-

Abbildung 32: Bildfolge fiir das erste Beispiel.

mera des B21-Roboterkopfes der Universitat Kiel aufgenommen. Es handelt sich um eine
Bildfolge eines Binokularkopfes. Der Roboter bewegt sich stets in einer Ebene und man
sieht, dafl die ¢{,- Komponente der Translation stets Null ist, und die Kamera lediglich
um eine Achse rotiert wird. Dies entspricht in der ersten Tabelle des vorhergehenden Ab-
schnittes Versuch Nr.1. Die Ergebnisse der Simulationsumgebung deuten ein negatives
Resultat an. Es wurden weiterhin Bildpunktkorrespondenzen semiautomatisch interak-
tiv herausgesucht. Daraufhin wurden Fundamentalmatrizen und Epipole geschatzt und
das Kalibrationsverfahren iiber das Theorem von Pascal angewendet. Einige zugehori-
ge Fehlerkurven in Abbildung 33 verdeutlichen, dal bis auf kg2 entsprechende interne
Kameraparameter geschiatzt werden konnen. Zur Erstellung der Kurven wurden jeweils
wieder zwei Werte fest gesetzt. Fiir k9o bildet sich kein lokales Minimum. Die Ergebnisse

dieses Beispieles stimmen mit den Ergebnissen der Simulation tiberein.
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Abbildung 33: Fehlerkurven fiir das erste Beispiel. Zwei interne Kameraparameter wur-
den mit festen Werten belegt und das Fehlerpolynom an den beiden an-

deren internen Kameraparametern ausgewertet.

5.2.2 Kalibrierung zwischen zwei Bildern

Im zweiten Versuch findet eine Verschiebung entlang samtlicher Achsen statt. Zum Auf-
finden relativ exakter Daten fiir die externen Kameraparameter wurde als Szene ein
Kalibrierungswiirfel verwendet. Gleichzeitig konnen die ermittelten internen Kamerapa-
rameter aus dem Kalibrationsverfahren iiber das Theorem von Pascal mit den ermittelten
internen Kameraparametern eines Standardkalibrationsverfahrens, welches die Geome-
trie des Wiirfels nutzt, verglichen werden. Die beiden Aufnahmen sind in Abbildung 34

Abbildung 34: Bilder fiir das zweite praktische Beispiel.

dargestellt.
Als interne Kameraparameter wurden bei dem Kalibrationswiirfel mit dem Standardka-

librationsverfahren einerseits
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5 Experimente zur Selbstkalibrierung

ki1 = 1200.66, kop = 1154.77, ki3 = 424.49, kg3 = 264.389 im ersten Kamerabild und

ki1 = 1187.82, kyy = 1141.58, k13 = 386.797, ko3 = 288.492 im zweiten Kamerabild
ermittelt. Da sorgfaltig vorgegangen wurde, ist davon auszugehen, daf} die internen Ka-
meraparameter relativ konstant geblieben sein sollten. Die Abweichungen sind also auch
auf Fehler, die durch Rauschen entstanden sind, zuriickzufiihren. Fiir die Ermittlung der
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Abbildung 35: Fehlerkurven des zweiten praktischen Beispiels.

Kameraparameter wurden jeweils 160 Bildpunktkorrespondenzen betrachtet. Bei dem
Kalibrationsverfahren iiber das Theorem von Pascal wurden lediglich 12 Bildpunktkor-
respondenzen und die 8 entstehenden Gleichungen (s. Abschnitt 4.5.1) betrachtet. Die
Fehlerkurven mit jeweils zwei festgesetzten Werten sind der Abbildung 35 zu entnehmen.
Fiir

kin = 1244, koy = 1167, k13 = 462 und ky3 = 217 betrug der Wert des Fehlers
\/|eqn1|2 + ...+ |egng|? : 0.00496045. Das entspricht einer Einzelabweichung von ca.
0.00062. Dies ist also relativ exakt, und verglichen mit den internen Kameraparame-

tern aus dem Standardverfahren eine gut approximierte Lésung, besonders wenn man
bedenkt, daf} die Kalibrierung lediglich mit 12 Bildpunktkorrespondenzen durchgefiihrt
worden ist.

Eine Visualisierung des Fehlers ist mittels Fundamentalmatrizen moglich. Einerseits ist
die Fundamentalmatrix durch die Bildpunktkorrespondenzen gegeben und andererseits,

wie in Formel (4.162), durch die externen und internen Kameraparameter:
F=KT([t]R)K (5.2)

Man kann nun Epipolargeraden von beiden Fundamentalmatrizen in einem Bild ein-

zeichnen und vergleichen. Abbildung 36 zeigt solche Geraden. Es wurden jeweils vier
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5.3 Numerische Probleme des Kalibrierungsverfahrens

Punkte iiber die beiden Fundamentalmatrizen abgebildet und die resultierenden Gera-
den eingezeichnet. Eine Zuordnung der korrespondierenden Geraden ist leicht moglich.
Es ist zu beachten, daf sich die Epipolargeraden in nahezu demselben Punkt schneiden,
der mit dem ermittelten Epipol iibereinstimmt. Auf diese Weise kann man den Fehler der
Schatzung nicht nur iiber die Abweichung der Gleichungen von Null schiatzen, sondern
auch iiber die Fundamentalmatrizen visualisieren. Da aber beide Fundamentalmatrizen
fehlerbehaftet sind, stellt die Visualisierung nur einen relativen Fehler dar.

Dieser Versuch bestatigt, dal man schon zwischen zwei Bildern eine interne Kalibrierung

vornehmen kann.

Abbildung 36: Epipolargeraden von beiden Fundamentalmatrizen.

5.3 Numerische Probleme des Kalibrierungsverfahrens

In diesem Abschnitt wird auf die bei der Kamerakalibrierung entstehenden numerischen
Probleme eingegangen. Da die Daten verrauscht sind, kann man in echten Bildern die
Gleichungssysteme nicht eindeutig 16sen, sondern mufl Fehlerminimierungsverfahren an-
wenden.

Wihrend in der Simulationsumgebung bei acht Bildpunktkorrespondenzen zur Ermitt-
lung der Fundamentalmatrix eine Matrix vom Rang zwei entsteht, ist dies bei verrausch-
ten Daten nicht so. Stattdessen schlagen Faugeras, Luong und Maybank in [11] folgende

Fehlerminimierung iiber Bildpunktkorrespondenzen vor:
min{d(m'T, Fm)? + d(m", FTm")*}. (5.3)

Dies ist ein Ansatz zur Fehlerminimierung, der auch hier verwendet und implemen-

tiert wurde. Ahnlich wie die Fundamentalmatrix geschitzt wurde, kann auch der Epipol
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5 Experimente zur Selbstkalibrierung

geschétzt werden:

min{||Fp|l; « [[pll; = 1} (5.4)

Dieser Ansatz wurde ebenfalls implementiert. Problematisch ist die Fehlerminimierung

2
des Fehlerpolynoms aus den Gleichungen: \/|eqn1|2 + ...+ |egn,|* . Da bis zu 24 Fehler-

polynome aufaddiert werden, wurden mehrere Verfahren der Numerik getestet. Dabei

geht aus der Literatur ([29]) hervor, daB es keine guten allgemeinen Methoden zum Lésen
nichtlinearer Systeme von Gleichungen gibt. Es gibt aber unterschiedliche Verfahren, die
teilweise akzeptable Ergebnisse erzielen. Alle Verfahren haben die Gemeinsamkeit, dafl
eine relativ genaue Startapproximation von groflem Vorteil ist.

Fiir alle diese Verfahren seien N Unbekannte mit (mindestens) N Funktionen vorausge-
setzt:

Das Newton-Raphson-Verfahren verwendet die Taylorreihe.

", OF; o
Fla 48 = Fi(a) 4 3 5 20+ OW) =11 (5.6)

In Matrixnotation ergibt sich aus Gleichung (5.6)

F(z+46,) = F(z)+ Jéz 4+ O(627). (5.7)

Mit der Vernachlassigung der Terme zweiter Ordnung und der Beschreibung der parti-

ellen Ableitungen iiber die Jacobimatrix

Ji; = gf; (5.8)
ergibt sich mit
Fz+6.) =0, (5.9)
die Gleichung
Jo,=—F. (5.10)
Diese Gleichung kann gelost werden und als neue Approximation ergibt sich
Trew = Told + - (5.11)

Fiir genauere Informationen wird auf die Literatur ([29]) verwiesen.
Dieses Verfahren hat sich aufgrund der Jacobimatrix, der damit verbundenen Ablei-

tungen und der Kompliziertheit des Fehlerpolynoms als nicht praktikabel erwiesen. Die
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5.3 Numerische Probleme des Kalibrierungsverfahrens

Tatsache, da} es sich bei dem Fehlerpolynom um ein komplexes Polynom handelt, in
dem eine reelle Losung gesucht wird, erschwert die Fehlerminimierungsaufgabe zusétz-
lich.

Desweiteren wurde auch die sogenannte Continuation Method von Faugeras ([23]) ge-
testet. Dabei werden vier der Gleichungen ausgewahlt und gelost. Da die Gleichungen
quadratischer Natur sind, ergeben sich bis zu 16 Losungen, die in die anderen Gleichun-
gen eingesetzt werden, deren Fehler dann minimiert wird. Dies hat sich ebenfalls als
ungiinstig herausgestellt.

Die besten Ergebnisse wurden iiber eine Diskretisierung des vierdimensionalen Fehler-
polynoms erzielt. Dabei werden zunéachst relativ grob Fehlerpolynome an regelméafligen
Stellen mit einer festen Schrittzahl ausgewertet und das globale Minimum dieses groben
Gitters gespeichert. Falls das Minimum eines Koeffizienten am Rand des abgetasteten
Intervalls angenommen wird, wird das Intervall entsprechend verschoben. Das Minimum
innerhalb eines Intervalls wird dann iiber ein feineres Gitter iiber der Oberfliche weiter
minimiert, bis man eine akzeptable Approximation erhélt. Dieses Verfahren wurde fiir
die praktischen Beispiele mit gutem Erfolg verwendet. Aufgrund der vierdimensionalen
Oberflache handelt es sich aber um ein relativ aufwendiges Verfahren. Bei diesem Ver-
fahren ist ebenfalls eine gute Startapproximation von Vorteil, auch deshalb, weil in der
Funktion Singularitaten auftreten.

Weiter sollte darauf hingewiesen werden, dafl das Fehlerpolynom aufgrund der hochgra-
digen Briiche extrem anféllig ist. Selbst Maschinengenauigkeit ist beim Rechnen nicht
exakt genug. Aus diesem Grunde erfolgt die Implementierung des Verfahrens in MAPLE.
Dasselbe Problem tritt aber auch bei den Kruppagleichungen auf, wie in der Literatur
([11]) bemerkt wird. Dies ist einer der Griinde dafiir, daBf eine Echtzeitimplementie-
rung der Kalibrationsverfahren, zur Zeit weder durch Kruppagleichungen noch iber das

Theorem von Pascal méglich ist.
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6 Diskussion und Ausblick

Der wesentliche Beitrag der Arbeit besteht in der Entwicklung eines Selbstkalibrierungs-
verfahrens zur Ermittlung der internen Kameraparameter tiber das Theorem von Pascal.
Das in Kapitel drei untersuchte Gesetz von Listing erméglicht unter geeigneten Voraus-
setzungen eine Reduktion der Freiheitsgrade zur Beschreibung von Kamerarotationen
von einem dreidimensionalen zu einem zweidimensionalen Problem. Auf die Problema-
tik bei der klassischen Stereokamerakopfanordnung ist eingegangen worden.

Bei der Untersuchung der internen Kameraparameter wurden die Ideen aus der Lite-
ratur verwendet, reformuliert und erweitert. Die Formulierung der Kruppagleichungen
in Form von Brackets ist mit der gesamten Herleitung meines Wissens nach neu, nicht
trivial und ermoglicht eine Interpretation der Gleichungen. Eine Untersuchung des Theo-
rems von Pascal zur internen Kalibrierung ist ebenfalls noch nicht durchgefithrt worden.
Dies mag vor allem daran liegen, daf im Matrizenkalkiil Anschauungen verloren gehen,
die im Konzept der Geometrischen Algebra genutzt werden kénnen. Durch die Untersu-
chung des Theorems von Pascal ist es damit moglich, schon zwischen zwei Kamerabildern
bei gegebenen externen Kameraparametern die internen Kameraparameter zu ermitteln.
Mit dem herkémmlichen Verfahren iiber die Kruppagleichungen braucht die Lage der
Kameras zueinander nicht bekannt zu sein. Es werden aber Bildpunktkorrespondenzen
zwischen drei bis vier Kamerabildern benétigt. Das Verfahren zur internen Kalibrierung
iiber das Theorem von Pascal beruht auch auf dem Vorhandensein von Invarianzen im
Bild des absoluten Kegelschnitts. Genauso wie im herkémmlichen Verfahren tiber Krup-
pagleichungen wurden die in den Epipolen und Fundamentalmatrizen enthaltenen inter-
nen Kameraparameter von den externen Kameraparametern entkoppelt. Dabei kénnen
bei dem Verfahren iiber das Theorem von Pascal mehr Gleichungen aufgestellt werden
als bei dem herkémmlichen Verfahren iiber Kruppagleichungen. Daher ist hier schon
eine interne Kalibrierung zwischen zwei Kamerabildern moglich. Bewegungen in einer
Ebene, wie sie bei einem Binokularkopf der Fall sind, fithren zu einer unvollstdndigen
internen Kalibrierung, wie in Abschnitt 5.1 und Abschnitt 5.2.1 herausgearbeitet wird.
Man mifite also bei den Kameras des Binokularkopfes eine Verschiebung entlang al-
ler Achsen voraussetzen, um zwischen diesen beiden Kameras vollstdndig kalibrieren zu
koénnen.

Weiter bietet sich fiir die Zukunft eine Untersuchung der Quadriks als Erweiterung der
Kegelschnitte an. In der Literatur wurden schon mehrere Verfahren zur Kalibrierung
mit Quadriks vorgestellt ([33, 34]). Quadriks kénnen auch in der Geometrischen Algebra
iiber Brackets definiert werden. Eine Untersuchung ist aufgrund der hier gesammelten
positiven Erfahrungen mit Kegelschnitten vielversprechend. Wegen der Rauschproble-
matik der Bilder und der Kompliziertheit der Fehlerpolynome ist fiir die Zukunft eine
Optimierung der Fehlerminimierungsverfahren wichtig. Mit den zur Zeit verfiigharen

Mitteln ist durch die Fehleranfélligkeit beim Rechnen in Maschinengenauigkeit eine Im-
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plementierung in eine hohe Programmiersprache wie C oder C++ nicht moglich.

Ein weiterer interessanter Ansatz ist eine Umschaltung zwischen verschiedenen Kame-
ramodellen. Bilder von Objekten in groBer Entfernung werden von Teilen der internen
Kameraparameter immer weniger beeinflult. Es gibt zum Beispiel Kameramodelle, die
nur zwei statt vier interne Kameraparameter besitzen, diese setzen eine gewisse Entfer-
nung der Objekte zur Kamera voraus und liefern immer noch akzeptable Ergebnisse in
der Praxis. So kénnen je nach Aufgabenstellung verschiedene Kameramodelle verwendet
werden. Dadurch kénnen sich die Gleichungen wesentlich vereinfachen, da zum Beispiel
nur noch zwei statt vier Unbekannte vorkommen. Je nach Aufgabenbereich ist dadurch
eine schnellere, vermutlich aber auch ungenauere Kalibrierung méglich.

Abschlielend 148t sich sagen, dafl es mit dieser Arbeit gelungen ist, neben der Mo-
dellierung von Augenbewegungen eine Erweiterung des herkémmlichen Verfahrens zur
internen Kameraselbstkalibrierung vorzunehmen, die eine geometrische Interpretation
der aufgestellten Kruppagleichungen zulédfit. Weiterhin wird {iber das Theorem von Pas-
cal ein neuer Zugang zur internen Kameraselbstkalibrierung erméglicht, mit dem man
schon zwischen zwei Kamerabildern intern kalibrieren kann.
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